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LA METODOLOGIA DEL HAZ DE RECTAS PARA LA
COMPARACION DE SERIES TEMPORALES

Magdalena Ferran Aranaz

Departamento de Estadistica e 1.O. 111
Escuela Universitaria de Estadistica
Universidad Complutense de Madrid

1. INTRODUCCION

En este trabajo se propone una metodologia, a la que denominaremos Metodologia del
haz de rectas, para la comparacion de series temporales que midan un mismo fenémeno
o0 variable procedentes de diferentes &mbitos, territorios, agentes, condiciones, etc. Para
ilustrar el proceso de aplicacion compararemos las cincuenta series temporales relativas
al nimero de ocupados en el sector de la construccion desde el tercer trimestre de 1976
hasta el cuarto de 2010, ambos inclusive, en cada una de las provincias espafiolas.

Antes de proceder a la presentacién de la metodologia y a la exposicién de los
resultados tedricos asociados, introduzcamos dos conceptos.

Definicion 1:

Un conjunto {c,, } de K series temporales distintas, todas ellas definidas en los
mismos instantes, t=1,...,T, tiene estructura de haz de K rectas si existe otra serie x,
tal que para cada c,, existen cuatro coeficientes b, , m,, B, y B, , con al menos m,
diferente de cero, tales que:

Cx =b +m, - X vtk donde b, =B, +B, -m, vk
Obsérvese que:
Cix =Cix SYS b +m, X, =b.+m.-x, SYS (m -m.)-x =-B -(m —m.)

En consecuencia’:

! Dadas dos series distintas ¢, , y ¢, ,., se verifica m, =m,..



Cix =Cpe SH % =-B
En dicho caso:
Gk =Bg
y el vértice:
(%, Ctx) = (-By,By) -

En el caso particular de que el coeficiente b, sea igual a cerovk el vertice del haz
coincidira con el origen de coordenadas:

(X, ¢ ) =(0,0)
Definicion 2:

Sea {Y,;}, j=1,...,J, un conjunto de J series temporales distintas, todas ellas

definidas en los mismos instantes, t=1,...,T. Diremos que la estructura que subyace
en el conjunto {Y, ; } es la de un haz de rectas si existe otra serie X, tal que, por un

lado, para cada una de las J series es adecuado el ajuste de la ecuacién de regresion:

YtYJ':AO,j"H_Ai,j'Xt"'AZ,j ji=1,...,J,

y, por otro, o bien la secuencia de coeficientes (A,;..., A, ;) es nula o bien su grado de
asociacion lineal con la secuencia (A;....A ;) es estadisticamente significativo.

Obsérvese que, si B, y B, son los coeficientes de la ecuacion de regresion:
Ao;=Bo+Bi-A, j=1..,
entonces, segun la Definicion 1, el conjunto de series { §, ; }, donde:
Joj=Roj+A X j=1.... siendo X, = VX, = X; = X1,
tiene estructura de haz de J rectas de vértice:

(thyt,j):(_Bl’BO)'

Ilustremos estos dos conceptos mediante un sencillo ejemplo que, a su vez,
permitira introducir la metodologia. Sean Y,,, Y,,, Y5, Y., cuatro series temporales
(Fig. 1, Ay B) e v, la serie promedio. Supongamos, por un lado, que para cada una de
las cuatro series, el coeficiente R} correspondiente a la ecuacion de regresion:




Yij = Ao,j ot+A1'j =Yy +A2'j
es estadisticamente significativo; por ejemplo, para j=1 (Fig. 1, C):
Yy =251-t+161.Y, +(-157) con RZ=0983

Supongamos también que la asociacién lineal entre las dos secuencias de coeficientes
Aoz Aga) Y (A A,) €s estadisticamente significativa. Si denominamos A,

valor ajustado de A, ; mediante la ecuacion de regresion lineal (Fig. 1, C):
Aoj =By +By -A =-2419+2419-A;; cOn  R?=059
entonces, segun la Definicidn 1, el conjunto de las cuatro series:
Joj=Aoj+A Y i=Ll..4  CON Y =VY =Y, =Y.,
tiene estructura de haz de J rectas de vértice (Fig. 1, D):
(Yt ¥r,5) = (=By, By) = (-24,19,-2419)

En otras palabras, segun la Definicion 2, la estructura que subyace en el conjunto {Y, ;}

es la de un haz de rectas.
Asi como el valor §, ; (Fig. 1, E) se puede contemplar como una estimacion del

valor vy, ; (Fig. 1, F), también el valor:

Yt'j =A01j -t+A1'j ~Yt+A2'j

donde A, ; es aquel valor tal que:

o
|

;1 10 _— 10
Y, =Y, con -:—OZ e Y= ZYU'

se puede contemplar como una estimacion del valor v, ; ; por ejemplo, para j=1 (Fig. 1,
C):

Yo =Agy t+ ALY + A, =1467 t+161.Y, +(-2239)
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Fig. 1 Ejemplo introductorio.

Fuente: Elaboracion propia




Si homogeneizamos la escala de las cuatro series (por ejemplo, al nivel de la serie
promedio, Fig. 1, G):

entonces también:

se puede contemplar como estimacion de z, ; (Fig. 1, H).

Obsérvese que, respecto de una tendencia constante (B, =-24,19), las series del
conjunto {§,;} presentan fluctuaciones mas a menos pronunciadas dependiendo del
coeficiente A ; (Fig. 1, E). Si el conjunto {§,;} reproduce el patron de
comportamiento del conjunto {y, ; } (Fig. 1, F), cabe suponer que existe una variable x,

responsable de las fluctuaciones ya que, por su naturaleza, la serie promedio no puede
serlo. En otras palabras, si respecto de la serie promedio la estructura que subyace en el
conjunto {Y,; } es la de un haz de rectas, cabe suponer que es debido a que existe una
serie X, que la genera, aunque en la practica no es necesario conocerla.

La metodologia que se describe en este trabajo, a la que denominaremos
“Metodologia del haz de rectas”, se fundamenta en la hip6tesis de que la estructura que
subyace en el conjunto de series objeto de andlisis es la de un haz de rectas: dado un
conjunto {Y, ; } (Fig. 2, sup. izqda.) que mide el mismo fenomeno o variable en distintos

ambitos, territorios, etc., como paso previo al proceso de construccion de las series
resumen comprobaremos si la metodologia es aplicable. La comparacion se realizara
sobre el correspondiente conjunto de series homogeneizadas, {Z, ; } (Fig. 2, sup. dcha.).

Para ello, del conjunto {zh} (Fig. 2, centro izqda.) se “extraera un subconjunto de
series resumen”; concretamente, considerando que cada serie ZAM- procede de un punto
(A Aoyj) situado en un segmento de la recta y=B, +B, -x (Fig. 2, centro dcha.), las

series resumen se construirdn a partir de K puntos representativos de este mismo
segmento (Fig. 2, inf. izqda.):

(m,b,), donde b, =B,+B, -m, k=1,..,K:
En definitiva, la expresion de las series resumen (Fig. 2, inf. dcha.) vendra dada por:
Cop =b-t+m Yo+ k=1,..,K
siendo , aquel valor que sitle la k-ésima serie resumen a la misma escala que las
J series homogeneizadas.

En lo que sigue se ofrece una serie de resultados tedricos relacionados con la
construccion del conjunto de series resumen.



by

Fig. 2 Sup. Izqda.: Y, j,j=1,...,d; Sup. Dcha.: Z ;,j=1,...,J; Ctro. Izqda.: ZA“- ,j=1,...,J; Ctro.
Dcha: Ag j versus A, j=1,...,J; Inf. Izqda: b, versus my, j=1,...,J; Inf. Dcha:

Ci k=1,...,K.
Fuente: Elaboracion propia




2. FUNDAMENTOS TEORICOS DE LA METODOLOGIA DEL
HAZ DE RECTAS

Proposicion 1:

Sea {C.}, k=1,...,K, un conjunto de Kseries temporales distintas, todas ellas
definidas en los mismos instantes temporales, t=1,..., T,y con la misma media:

_ 1 <
Cy :?.lect,k —a Yk [1]
t=!

Sea X, otra serie temporal y supongamos que para cada C., existen cinco
coeficientes b, , m,, «,, B, Yy B, con al menos m, distinto de cero, tales que:

Cix =b -t+my - Xy + a1, vtk [2]
siendo:
b, =B, +B, -m, vk [3]

Entonces (Fig. 2, inf. dcha.):

A) Si Cc,,, C,, Y C,, son tres series temporales cualesquiera del conjunto {C,, }
tales que m,<m, <m; entonces d(C,,,C,,)<d(C,.C;s), donde d es la
distancia euclidea.

B) Para cualquier par de series temporales del conjunto {C,  } existe al menos un

punto en su trayectoria® en el que se cortan. Ademas, los puntos de corte de
cualquier par de trayectorias son los puntos de corte de todas ellas.

C) Si las trayectorias se cortan en mas de un punto entonces la diferencia entre
dos puntos de corte cualesquiera es independiente de la media de las series

temporales.
Dem. de A):
. : 1, T+l 1
Si denominamos: t:?~Zt:T y x:?.th

t=1

—_
Il
UN

Las expresiones [2] y [3] implican que:

1y 1y _ -
?ZCLK :?Z(bk t+m X+ )=b t4m X+ p, =
t=1 t=1

=(By +B, -my)-t+m - X+, =By -T+(B, -T+X)-m +p,

2 Utilizaremos el término trayectoria para referirnos a la linea continua que conecta la secuencia de puntos
en la representacion grafica de la serie.



entonces, por [1]:
=By -T+(B, -T+X)-m +u vk
Luego:
4 =Dy +D; -m, vk [4]
donde:
D,=a-B,-t 'y D =-B f{-X

En consecuencia, [2] también puede expresarse como:
Cox =Dy +By t+ (B, -t+X,+D,)-m, [5]

Entonces, si m, <m,. :

T 1/2
d(CyCei) :[Z(De +By-t+(B, -t+X,+D,)-m.—(Dy+By t+(B -t+X,+ Dl)lmk))z] =

t=1

T 1/2 T 1/2
:[Z(Bl"t+Xt+D1)2'(mk'_mk)2) =(mk'—mk){z(31~t+Xt+Dl)2J =(m.-m)-&

t=1 t=1

donde:

T 1/2
g:(Z(Bl 4 X, +Dl)2j
t=1

es un valor constante positivo independiente de t y k. Luego, si m, <m, <m, entonces:

d(C Ct,r):(mr_mq)"9<(ms_mq)'g:d(ct,qlct,s)

t,g?

En otras palabras, bajo las hipotesis [1], [2] vy [3], las series temporales del conjunto
{C.\ } pueden ser ordenadas en términos de su similitud: si suponemos que la secuencia

de coeficientes m, esta ordenada®:
m; <m, <..<mMmg
entonces la secuencia C,,,C,,....C;x €s tal que:
d(Ci Ciysr) <d(Ciy . Cri)  k=L1..,K-2 k'=k+2,..,K
d(Cix,Cix1) <d(Ciy,Cr)  k=3..K k'=1,..,k—2

Dem. de B):

Si dos trayectorias no tuvieran ningin punto de corte una de ellas tomaria siempre
valores mayores que la otra:

% Ver nota a pie de pagina 1.
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Cix >Cype Wt
y en dicho caso:

T
Z Ct,k' = C_Ik-
t=1

=~

_ 1 <
Cy :?-ZCLK >
t=1

en contradiccion con la hipétesis [1]. En consecuencia, existe al menos un punto en el
que las trayectorias de las dos series temporales se cortan. Ademas, si t €s un instante
de corte”, entonces:

Ct,k _Ct,k' =0
y, por [5]:
(B, -t+X;+D;y)-(m,-m,.)=0
Dado que®:
m, #m,. Vk'#k
entonces en el instante t:
B, ‘t+X,+D; =0
Yy, en consecuencia:
(B; -t+X;+D;)-(m —m.)=0 Vk'= k

Luego, por [5], en el instante t:
C'[,k = Ct,k' Vk';t k

Es decir, un punto de corte de dos trayectorias cualesquiera es un punto de corte de
todas ellas.

Dem. de C):

Como hemos visto en la demostracion de B), si t es un instante en el que todas las
trayectorias se cortan, entonces:

B, -t+X;+D; =0
y, por [5]:
Ct,k = DO + BO t vk
Luego, si t' es otro instante de corte, la diferencia:

Ct,k _Ct',k = B0 (t-t)

es independiente de la media de las series temporales.

* El punto de interseccion puede darse entre dos observaciones consecutivas; en dicho caso el valor de t
estaria en el segmento temporal delimitado por los dos instantes correspondientes. A pesar de
ello, con el fin de no hacer mas compleja la nomenclatura, utilizaremos la misma denominacion.

> Ver nota a pie de pagina 1.
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Observacion 1:
Si denominamos:
Cts,k =Cix —Cisx Y Xg =Xy = Xg,

las hipotesis [2] y [3] implican que, respecto de x;, el conjunto de K series
temporales {c;, }, k=1,...,K, tiene estructura de haz de K rectas de vértice:

(X, Cx) = (-s-By - Bp) .

En el caso particular de que el coeficiente b, sea igual a cero vk el vértice
coincidira con el origen.

Dem:
Por definicion de c;, y de x;,y por [2]:
Cox =S-b, +my - x¢ [6]

donde:
s-b, =s-By +s-B; -m, vk

En consecuencia, respecto de x¢, el conjunto {c?, } tiene estructura de haz de K rectas
de vértice:
(%,6) = (-=s-By,s-By)

Observacion 2:

Si C, es la serie promedio:
1 K
Cy :K'th,k
k=1
las hipotesis [2] y [3] implican que la serie:
¢t =Ci-Cis
es tal que existen dos coeficientes b y m tales que:

¢t =s-b+m-x; donde b=B,+B, -m

12



Dem.:

Por definicion de c, y por [2]:
1 1 1 1

Ct :?kzzj;(bk 't"rmk -Xt +,Uk) :?kzzj;bk 't+?zmk . Xt +E2/Jk

k=1 k=1

Si denominamos:

k=1 k=1 k=1
entonces:
Cy=b-t+m-X;+u [7]
Luego:
¢t =s-b+m-x; [8]
donde, por [3]:
b=B, +B, -m [9]

Observacion 3:

Las hipotesis [2] y [3] implican que, respecto de c¢;, el conjunto de K series
temporales {c{, }, k=1,...,K, tiene estructura de haz de K rectas de veértice:

(c.cix) =(s-By,s-By)
Dem.:

Por [6] vy [8]:

ci =s-bS +mf ¢ [10]
donde:
C m C C [11]
mkzﬁ y by =b, —b-my
Entonces, por [3] y [9]:
s-bg =s-By —s-B, -my [12]

Luego, respecto de c;, el conjunto {c;, } tiene estructura de haz de K rectas. Ademas:

S _ S H c c S _ c c S H s _
Cok =Crxr SH s-b+mg-c/=s-b.+mg-c; SII ¢ =s-B

En tal caso, por [10] y [12]:

Cox =SBy

13



Observacion 4:

Bajo las hipotesis [1], [2] y [3] los puntos de corte de las trayectorias de las series
temporales del conjunto {C,, } son también los puntos de corte de la trayectoria de la

serie promedio con cualquiera de ellas.

Dem:

Si tes el instante correspondiente al corte de las trayectorias de todas las series C,,,

entonces:
CI,k = C'[,k' Vk'i k

Luego, en el instante t:

1 < K
C =E';Ct,k =E’Ct,k =Ct,k vk
Observacion 5:
Bajo las hipotesis [1], [2] ¥ [3]:
Cix =by -t+mg -Cy + 1 vtk [13]

donde b{ y m¢ son los coeficientes previamente mencionados y:

HK = i = p My
Dem:

Por [7]:

Luego, por [2]:

m m m
Cix =b - t+m, (—%-H%Ct —%)+yk =[bk —b~—kJ~t+—k~Ct +[yk —y~—kJ

y por [11]:

Cix =bg -t+my -Cy +
Observacion 6:

Bajo las hipotesis [1], [2] y [3], si C.4, C,; ¥ C,s SON tres series temporales
cualesquiera del conjunto {C,, } tales que m; <m; <m¢ entonces:

d(Ct,q ’ C’(,r) < d(Ct,q 1 Ct,s)

donde d es la distancia euclidea.

14



Dem:
Si mg <m¢ <m¢ entonces, por [11]:

my <m, <mg (m>0) 0] mg <m, <m

q (m<0)

q

Luego, por A):

d(C Ct,r)< d(Ct,q’Ct,s)

t,q

En otras palabras, si suponemos que la secuencia de coeficientes mf,m5,..mg esta

ordenada de menor a mayor valor:
my <mj <..<mg
entonces la secuencia C,,,C,,....C,x €s tal que:

d(Ct,k’Ct,k-HI.)<d(Ct,k’CI,k') k:1,,K—2 kI=k+2,...,K

d(Ct,k’CI,k—l)<d(Ct,k’Ct,k') k 3,...,K k'=l,...,k—2

Observacion 7:

Las hipdtesis [2] y [3] implican que en aquellos instantes en que dos de las
trayectorias c, se cortan lo hacen a la altura del valor s-B;; ademas, en dichos

instantes y a dicha altura, se cortan las restantes trayectorias asi como la de c; .

Dem:

Es consecuencia directa de la Observacion 3.

Observacion 8:

Por las Observaciones 1y 3, el hecho de que el conjunto {c{, } tenga estructura de haz
de K rectas respecto de una serie temporal x; significa que también la tiene respecto de
la serie promedio c;. Cabe suponer entonces que si, respecto de la serie promedio, la
estructura que subyace en un conjunto {Y, ; } es la de un haz de rectas es porque existe
una serie X, que la genera. En la practica, para construir el conjunto de series resumen,
no sera necesario conocer esta serie generadora, en su lugar se considerara la serie

promedio Y, .

15



3. LA METODOLOGIA DEL HAZ DE RECTAS

3.1 CONDICIONES DE APLICACION

Sea {O,;, t=1..T=138}, J=1..50, el conjunto de las series temporales relativas al

namero de ocupados en el sector de la construcciéon en cada una de las cincuenta
provincias espafiolas desde el tercer trimestre de 1976 hasta el cuarto de 2010, ambos
inclusive (Fig. 3, sup. izqda.), sea {Y, ; =InO, ; } el conjunto de series objeto de analisis®

y sea Y, la correspondiente serie promedio:
1 50
Y, :E'JZ_;Y“ i

El objetivo es construir un conjunto de K series temporales {C,, } que resuman el

comportamiento de las cincuenta series objeto de analisis. La aplicacion de la
metodologia propuesta estara justificada si la estructura que subyace en el conjunto

{Y.;} es lade un haz de rectas’. Para comprobarlo, calcularemos los coeficientes Ao
A Y A,; mediante el ajuste de la ecuacion de regresion lineal:

Yo =Ag; t+A Y A, j=1..,13

en cada una de las cincuenta provincias.
. )
La Tabla 1 ofrece el valor del coeficiente R} y los valores de A,; y A ; para
las cincuenta provincias. En todos los casos tanto R como A, ; son significativamente

distintos de cero.
Por otro lado, el coeficiente de correlacion de Pearson entre las secuencias

(g1 Ags) Y (A A y) es estadisticamente significativo; ademas, al ajustar sobre la
nube de J puntos (A ;, A, ;) la ecuacion de regresion lineal:

Asj =B +B; -A ; =0,00167-0,00167-A ;  j=1,...,50

podemos concluir que tanto B, como B, son significativamente distintos de cero (Fig.
3, sup. dcha.). En otras palabras, podemos concluir que la estructura que subyace en el
conjunto {Y, ; } es la de haz de rectas.

® Asi, la comparacién entre el nimero de ocupados en el sector de la construccién en dos instantes
temporales diferentes se haré en términos de su cociente (ver Seccion 3.5).

"En principio seria necesario disponder de la serie que la genera pero, segiin la Observacion 8, podemos
considerar en su lugar la serie promedio.

16
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Fig. 3 Sup. 1zqda.: Trayectorias de las series Oy ;, j=1,...,J; Sup. Dcha.: Correlacion de Pearson entre

las secuencias (Ag;,.... Ag3) Y (A, Ary), coeficientes By y B, valores para my y b, ;

Ctro. Izqda.: Trayectorias de las series Z, j, j=1,...,J; Ctro. Dcha: Trayectorias de las curvas

Ctyk, k=1,...,6; Inf. Izgda: Trayectorias de las curvas ka , k=1,...,6 ;Inf. Dcha:

Trayectorias de las curvas exp ct‘"k , k=1,...,6.

Fuente: Elaboracién propia
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o =2,966

2

PROVINCIA Rj Ao A o,

Alava 0,757 0,0006* 0,977 1,973
Albacete 0,797 -0,0020 1,229 2,536
Alicante 0,928 0,0000* 1,516 3,867
Almeria 0,877 0,0003* 1,725 2,903
Asturias 0,867 0,0000* 0,712 3,519
Avila 0,641 -0,0017 0,892 2,083
Badajoz 0,627 0,0037 0,419 3,072
Balears (llles) 0,907 0,0033 0,981 3,622
Barcelona 0,910 -0,0022 1,327 4,986
Burgos 0,788 -0,0004* 0,866 2,464
Caceres 0,728 -0,0002* 0,686 2,883
Cadiz 0,892 -0,0029 1,573 3,478
Cantabria 0,936 0,0035 0,797 2,897
Castell6n de la Plana 0,942 -0,0015 1,528 2,867
Ciudad Real 0,807 0,0022 0,709 3,102
Cordoba 0,897 -0,0028 1,495 3,011
Corufia (A) 0,680 -0,0010* 0,864 3,728
Cuenca 0,826 0,0000* 0,989 2,065
Girona 0,947 0,0004* 1,217 3,311
Granada 0,813 0,0036 0,713 3,205
Guadalajara 0,736 0,0023 0,723 1,929
Guiplzcoa 0,687 0,0000* 0,846 2,883
Huelva 0,888 -0,0023 1,511 2,688
Huesca 0,694 -0,0016 0,685 2,190
Jaén 0,606 -0,0029 0,986 2,987
Ledn 0,830 0,0016 0,529 2,804
Lleida 0,832 0,0034 0,671 2,808
Lugo 0,547 -0,0009* 0,633 2,449
Madrid 0,952 -0,0012 1,334 5,120
Mélaga 0,841 0,0004* 1,327 3,847
Murcia 0,964 0,0015 1,465 3,642
Navarra 0,927 0,0017 0,913 2,875
Orense 0,425 -0,0041 0,322 2,753
Palencia 0,630 -0,0020 0,791 1,733
Palmas (Las) 0,796 0,0020 1,039 3,371
Pontevedra 0,856 -0,0035 0,981 3,550
Rioja (La) 0,876 0,0009* 1,112 2,165
Salamanca 0,440 0,0001* 0,422 2,562
Santa Cruz de Tenerife 0,882 -0,0001* 1,513 3,437
Segovia 0,875 0,0017 0,843 1,762
Sevilla 0,920 -0,0012 1,435 3,801
Soria 0,647 -0,0009* 0,733 1,182
Tarragona 0,956 -0,0013 1,425 3,422
Teruel 0,809 0,0008* 0,806 1,684
Toledo 0,932 0,0032 0,744 3,244
Valencia 0,954 0,0009 1,404 4,260
Valladolid 0,788 -0,0003* 0,959 2,879
Vizcaya 0,832 -0,0001* 0,840 3,520
Zamora 0,660 0,0001* 0,719 1,944
Zaragoza 0,780 -0,0008* 1,073 3,221

* No significativo al nivel 0.05

Tabla1Valoresde Rf, Ay;, A, @ ¥ aj, j=1,...50.

Fuente: Elaboracién propia a partir de datos del INE
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3.2 HOMOGENEIZACION DE LA ESCALA

Una vez verificadas las condiciones de aplicacién de la metodologia y precediendo a la
construccion del conjunto de series resumen es necesario homogeneizar la escala de
medida de las series Y, ; construyendo las correspondientes series z,; (Fig. 3, ctro.

izqda.):

ta ji=1...,J

Zyj =Yy j—Qj

donde:

y aes la escala comdn elegida:

Si, por ejemplo:

Entonces la media de las J series transformadas sera igual a la media de la serie v,. La
Tabla 1 ofrece los valores de « y «; para las cincuenta provincias.

3.3 EXTRACCION DEL CONJUNTO DE CUVAS RESUMEN

Los pasos a seguir en el proceso de construccién del conjunto de series resumen son los
siguientes:

Paso 1: Elegir K, nimero de series resumen.

Paso 2: Estimar por minimos cuadrados ordinarios los coeficientesB, y B, de la
ecuacion de regresion: Ay =B, +B, A ;.

Paso 3: Para k =1..,K , fijar el valor del coeficiente m, y calcular b, =B, +B, -m, . Por
ejemplo, elegir dos valores distantes a y b dentro del rango de variacion de los
valores A ;, j=1..J yconsiderar: m; =a 'y m =m,, +6, k=2,.,K, con
0=(0b-a)/(K-1).

Paso 4: Para k =1....,K , calcular g, =b, -t+m,-Y,.

1 T
Paso 5: Para k =1,...,K , calcular == )
By T Z:l:gt,k

Paso 6: Para k =1...,K , calcular C,, =g, -, +a .

Obsérvese que, si denominamos:
M ==y +a
entonces:
Cix =b-t+m Yy +u, CON b =B, +B -m K

Il
=
=

19



Ademas:

LY - B+ =T @)Y g~ =) B,
T t=1 Y T t=1 ' T T t=1 '
En otras palabras, el conjunto de series resumen {C,, }, k=1..,K, construido segin los
pasos 1 a 6 verifica las condiciones [1], [2] y [3] de la Proposicion 1 respecto dey, .

Por ejemplo, en términos del rango de variacion de A ; (Tabla 1), fijamos
K =62 coeficientes de la forma:

m =03218 Yy m.=m_, +6 para k=1...6
siendo:
0 =(max; A, ; —min; A ;)/(K-1) = (1,7252-0,3218) /(6 -1) = 0,2807
y, a partir de los valores de B, y B, , calculamos los coeficientes b, :

b, =0,00167 +(-0,00167)-m, k=1..,6

Los valores de los coeficientes m, y b, (Fig. 3, sup. dcha.) sirven para construir el
conjunto de series { g, }-

gt,k :bk t+mk 'Yt k :1,...,6
y, a partir de sus medias:
1 T
ﬁk :?tZ:ll Otk k=1..,6

el conjunto de series resumen {C,, }:

Cix =by t+my - X+ g k=1..,6
donde:
M ==y +a
Asi, los conjuntos:
Zy; 1=1..50 y Coy k=1..6

se encuentran en la misma escala (Fig. 3, ctro. izqda y dcha.).

¥ La eleccion de K puede hacerse a modo de tanteo y, en funcién de la solucién obtenida, corregir su
valor si parece necesario y recalcular las series temporales resumen.
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3.4 INTERPRETACION DE LA SOLUCION

Segun su expresion las fluctuaciones de la sexta serie resumen son las mas pronunciadas
y las de la primera las mas suaves. El orden responde a la relacion con la serie v, : por la

Observacion 1, dado que el conjunto {c,, } verifica las hipotesis de la Proposicion 1
respecto de Y., el conjunto de series {c;, } (Fig. 3, inf. izqda.), donde:

Ct =Ci —Clu =b +m, -y{ k=1..6  con Vi =Y, Y, 4
define un haz de K =6 rectas respecto de y;' de vértice:
(vf.cly) = (-4-B, 4-By) = (0.0067,0.0067)

Asi el orden de las series resumen C,, viene dado por el orden de las series c/, que, a

su vez, viene dado por el grado de sensibilidad de éstas frente a y;' . Mas concretamente,
por el apartado A) de la Proposicion 1, puesto que:

m <m, <mg <m, <mg; <mg
entonces la secuencia C,,,C,,....C¢ €s tal que:
d(Cix,Crisr) <d(Cix,Crie)  k=1..4 k'=k+2,...,6
d(Ci,Ciy1) <d(Ciy,Cri)  k=3..6 k'=1.., k-2

Ademas, por la Observacion 7, en aquellos instantes en que las trayectorias c;, se
cortan lo hacen a la altura del valor:

s-B, =4-0.00167 = 0.0067

o, lo que es equivalente, en aquellos instantes en que las trayectorias expc;, se cortan
(Fig. 3, inf. dcha.) lo hacen a la altura del valor:

%7 =1.0067

que se puede interpretar como una estimacion de la tendencia media del crecimiento
interanual de las series del conjunto {C,, }.

Por otro lado, por el apartado B) de la Proposicion 1, en aquellos puntos en los
que dos de las trayectorias de series del conjunto {C,, } se cortan también lo hacen las

restantes. Asi como la trayectoria entre dichos puntos de corte permiten resumir la
trayectoria de la serie v, ; % también la trayectoria entre los puntos de corte de las series

° Al fin y al cabo la serie promedio es una més del haz de rectas.
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del conjunto {expC,, } permiten resumir la de la serie expY,; (Fig. 4, sup. izqda. y

dcha.): en el periodo transcurrido entre las dos fechas correspondientes a los dos
primeros puntos de corte (entre finales de 1977 y finales de 1991), se produce un
incremento del 10,1 por ciento; en el periodo de poco mas de siete afios transcurrido
entre las dos fechas correspondientes al segundo y al tercer puntos de corte (entre
finales de 1991 y finales de 1998), el incremento es del 3,9% o, lo que es equivalente,
en el periodo de veintiun afios transcurrido entre las fechas correspondientes al primer y
al tercer puntos de corte (entre finales de 1977 y finales de 1998), es del 14,4 por ciento;
finalmente, en el periodo de doce afios comprendido entre finales de 1998 y finales de
2010, el incremento es del 7,5 por ciento o, lo que es equivalente, en el periodo de
treinta y tres afios transcurrido entre finales de 1977 y finales de 2010, del 24 por ciento.
Obsérvese que dicho porcentaje coincide (salvo errores de redondeo) con el
correspondiente a elevar el valor estimado de la tendencia media de crecimiento
interanual al nimero de afios del periodo de observacion:

1.0067% =124

En definitiva esta relacion entre estos cuatro puntos de corte es lo que la serie
expY, Y las series expC,,, k=1..6 presentan en comdn. Lo que las diferencia es la

trayectoria seguida entre ellos: mientras que entre cualquier par de puntos de corte la
serie expC,, se desvia muy poco de lo que corresponderia a un crecimiento interanual

constante e igual a la estimacion de la tendencia media, la serieexpC, , se desvia mucho;

la trayectoria de la serie expY, Se encuentra en una posicion intermedia.
El analisis de la trayectoria de una provincia concreta se hara en estos términos;
por ejemplo, la trayectoria de la serie expz,; correspondiente a Madrid (Fig. 4, inf.

izqda.) se corta con la de las distintas series del conjunto {expC,, }, si no exactamente

en los cuatro puntos de corte comunes, en posiciones muy proximas, por lo que
podemos afirmar que los incrementos entre los cuatro valores correspondientes resumen
con bastante precision la tendencia de la ocupacion en el sector de la construccién en
Madrid a lo largo del periodo de observacion. Por otro lado, en las tres etapas
delimitadas por los cuatro puntos de corte su trayectoria es de fuerte sensibilidad frente
a la serie promedio, aunque en la tercera de forma menos acusada.

En otras palabras, bajo el supuesto de que existe un factor responsable de las
fluctuaciones del conjunto de las series de ocupacion en el sector de la construccion en
las distintas provincias, en el sentido de que la menor o mayor volatilidad de las
fluctuaciones depende del menor o mayor grado de sensibilidad frente a variaciones de
dicho factor, podemos afirmar que la provincia de Madrid se asocia con un alto grado de
sensibilidad.

Alternativamente, para describir la evolucion del nimero de ocupados en el
sector de la construccion podemos utilizar la representacion de la serie de incrementos
interanuales (Fig. 4, inf. dcha.):

0. .
ofi=5 o t=1..,T
t-4,j

sobre el conjunto {expc;, } dado que, por definicion de z, ;:
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|I’] Ot‘j =Zt,j _Zt—4,j
Ot—4,j

Sin embargo, la interpretacién seria claramente mas compleja, razén por la que la
metodologia se aplica directamente sobre las series observadas en lugar de sobre las
correspondientes series de incrementos.

Aunque la representacion de cada serie expz,; sobre la solucion de series
resumen {expC,, } simplifica la descripcion de su trayectoria en comparacion con las

restantes, para establecer las similitudes y diferencias entre todas ellas seria necesario
comparar las J representaciones. Veamos en lo que sigue como aplicar el fundamento

tedrico que subyace en el proceso de construccion del conjunto {C,, } para simplificar
esta comparacion.

Sk
FROMEDID A
1274 i
l"‘ Fecha Valor Incremento Incremento
desde el desde
Rk o punto 4T 1977
anterior
4T 1977 17,461
19,19 3T 1991 19,228 10,1% 10,1%
4T 1998 20,158 3,9% 14,4%
T3 4T 2010 21,669 7,5% 24,1%
03t @ O3t 3 o I I 3t
1976 1950 1954 1955 1992 1965 2000 2004 208
Y= i4
MADRID /\ MADORID l
2T it 12 4 i 1
a0 5 I =
19,19 4 05 4
15 o0&
b B ) A S S S | S I 1 3 & 3 & o & 3 3 3t
1976 1980 1934 1953 1992 1995 2000 2004 208 1977 1981 1985 1930 1903 1907 2001 2005 2009

Fig. 4 Sup. Izqda.: Serie expY, representada sobre el conjunto {expC,, }, k=1,...,6 ; Sup. Dcha..
Puntos de cruce de las trayectorias de expC,  ; Inf. Izqda.: Serie exp Z; ; para Madrid
representada sobre el conjunto {expC  }, k=1,...,6; Inf. Dcha: Serie de incrementos
interanuales de ocupados en el sector de la construccion en Madrid representada sobre el
conjunto {expct }-

Fuente: Elaboracion propia a partir de datos del INE
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3.5 COMPARACION DE LAS TRAYECTORIAS

Dado el conjunto de series {C,, }, consideremos la distancia entre cada par de
ellas (Fig. 5, sup. izqda.):

i =d%(Cy i, Cy) kk'=1..,K

siendo d la distancia euclidea. Por el apartado A) de la Proposicion 1, la serie mas
proxima a la primera (linea mas clara) es la segunda, seguida de la tercera y asi
sucesivamente, lo que implica una secuencia de distancias creciente; por otro lado, la
mas préxima a la sexta (linea de mayor grosor) es la quinta, seguida de la cuarta y asi
sucesivamente, lo que implica una secuencia de distancias decreciente. En lo que se
refiere a cualquier otra serie, la secuencia sera decreciente hasta cero (distancia consigo
misma) y creciente hasta la sexta. En otras palabras, la secuencia de distancias de la
primera serie temporal a cada una de las restantes esta positivamente correlada con la
secuencia de distancias de la segunda que, a su vez, esta positivamente correlada con la
secuencia de distancias de la tercera, y asi sucesivamente hasta la secuencia de
distancias de la quinta que esta positivamente correlada con la secuencia de distancias
de la sexta. Ademads, esta secuencia de seis correlaciones parte de un valor alto y
positivo que se va debilitando terminando en un valor alto en términos absolutos y
negativo. Como consecuencia de esta relacion entre las distancias, si aplicamos un
Analisis de Componentes Principales sobre la correspondiente matriz de distancias y
representamos la solucién en el espacio de los dos primeros componentes (Fig. 5, sup.
dcha.) observamos el denominado efecto Guttman®®.

Asi, al aplicar un Analisis de Componentes Principales sobre la matriz de

distancias entre cada par de series del conjunto {z, ; }
dj;=d*(Cy;.Cy ;) ji'=1..,9

en la representacion de la solucion sobre los dos primeros componentes (Fig. 5, inf.)
puede observarse que si trazaramos una linea recorriendo la nube de puntos desde
Almeria hasta Orense obtendriamos una curva muy aproximada a un arco de parabola.
La correcta interpretacion de la posicion de los puntos en el espacio factorial dependera
de su calidad de representacion. Bajo el supuesto de que dicha calidad es alta, que el
angulo que forman desde el origen dos puntos-provincia sea muy pequefio implica que
las dos correspondientes columnas de distancias estan muy correladas positivamente vy,
en consecuencia, que las dos provincias son parecidas entre si; que el angulo sea
préximo a los 180 grados, implica que las dos correspondientes columnas de distancias
estdn muy correladas negativamente y, en consecuencia, que las dos provincias son
distintas entre si; y finalmente, que el angulo sea proximo a los 90 grados, que las dos
correspondientes columnas de distancias estdn muy incorreladas y, en consecuencia, que
las dos provincias no son ni muy parecidas ni muy distintas.

10°E| efecto Guttman se obtiene cuando, al representar las filas o las columnas de una matriz en el espacio
de las dos primeras componentes de la solucion factorial, la nube de puntos correspondiente tiene
forma de arco de parabola.
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En términos globales los distintos puntos-provincia estan bien representados™,
por lo que la interpretacion de su posicion es bastante fiable y, en consecuencia, también
lo es la ordenacion de las provincias que ofrece la linea imaginaria que recorre la nube
de puntos desde Almeria hasta Orense.

k
45
1,00
\ dy
.3 -4
. N 80
(]
L]
£ 60
2
g
1,5 E 40
8 .2 .5
,207
0 ‘ ‘ ‘ ‘
1 2 3 4 5 6 007 |'1 : | | ']6
-1,00 -,50 .00 50 1,00
k= 1 2—3 4 5 6 ‘ Componente 1
Grafico de componentes
1,01 i 3 i
Pontevedra CaceresLgon :Asturlas
e ® «Soria Vizcaya
HuesFi:aaI\ " Lugo 'ZamraBur.gos. T yl
Salamancae La€ncia ) N o Tervel .
alamanca . vilaAcorufia ¢ ¢, CiudadReal
o Jaén Guind Valladolid ™ i
rense ulpuzcoa - o caZaragozaCordoba
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0,57 Badajoz Albacete .
. . .
Alava, oo ON?varra
|_|eidaSegowa
(] .
N Toledo '\fad”d
2 Guadalajara . Cantabria
c Sevillace .
o oLaRioja
c Huelva .
) 0,0 4 v *Girona
Q Granada Tarragona
£ Cadiz Castellon
8 *Valencia®
Balears.
Malaga eMurcia
05 LasF‘aIma; . eAlicante
-U, L]
AIrren'aSCTenerife
L]
-1,01
T T T T
-1,0 -0,5 0,0 0,5 1,0

Componente 1

Fig. 5 Sup. Izqda.: Distancias entre las series C,,, k=1,...,6 ; Sup. Dcha.: Representacion factorial de
las distancias; Inf.: Representacion factorial de las distancias entre las series Z; ;, j=1,...,50.

Fuente: Elaboracién propia a partir de datos del INE

11|_a calidad de representacion de un punto viene dada por su distancia al origen, que a lo sumo puede
tomar el valor 1.
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La matriz de distancias esta calculada en términos del conjunto {z,;}, por lo

que, a efectos de comparar provincias, la representacion grafica de sus trayectorias
deberia hacerse en esta escala que, en definitiva, es la del conjunto {cC,, }.

Alternativamente, si consideramos las series del conjunto {Y,;}, para interpretar la

trayectoria de cada una de ellas en comparacion con la de las restantes, podemos
expresar el conjunto de series resumen en su misma escala:

Cl =Cy —a+a; k=1..6

Por el apartado C) de la Proposicion 1 la diferencia entre los puntos de corte no
depende de la escala en que representemos el conjunto C,,, luego si t y t' son dos

instantes correspondientes a dos puntos de corte entonces:
Ctj',k _Ctj,k = Ct',k _Ct,k = Ct‘,k‘ _Ct,k' = Ctj',k' _Ctj,k'

Ademas, al no depender de j, esta diferencia también es la misma en todas las

provincias.
Aunque la representacion del nimero de ocupados en el sector de la

construccion en cada provincia, O, ; =expY,;, (Fig. 6) se realizara con referencia al

conjunto {expC/, } (eje izquierdo), para comparar las distintas provincias utilizaremos

como referencia el conjunto {expC,, } (eje derecho). La secuencia de graficos de la

Figura 6 responde al trazado de la linea imaginaria que va desde Almeria hasta Orense
en la Figura 5, asi las primeras provincias representadas son tales que su trayectoria va
pareja a la serie resumen de mayor sensibilidad frente a la serie promedio (la sexta),
como por ejemplo Méalaga y Las Palmas (Fig. 7, sup. izqda.), y la de las ultimas, pareja
a la serie resumen de menor sensibilidad (la primera), como por ejemplo Palencia y
Huesca (Fig. 7, inf. dcha.); el resto de provincias, tales como Navarra y Segovia (Fig. 7,
sup. dcha.) o como Vizcaya y Valladolid (Fig. 7, inf. izqda.) se encuentra entre ambos
extremos.

4. CONCLUSIONES

A partir de la informacion en un conjunto grande de series temporales, y bajo el
supuesto de que la estructura que subyace en él es la de un haz de rectas, hemos
construido un conjunto pequefio de series resumen. La representacion sobre este
conjunto nos ha permitido interpretar graficamente la trayectoria de cada serie temporal
en comparacion con la de las restantes. En definitiva hemos comprobado que, a la hora
de construir un modelo estadistico o econdmico que persiga objetivos de tipo
explicativo o predictivo para un conjunto grande de series temporales, la aplicacion de
la metodologia del haz de rectas puede ser una herramienta grafica de gran utilidad
como parte del estudio exploratorio previo.
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Fig. 6 Trayectoria del nmero de ocupados en el sector de la construccion (en miles) en cada una de las
cincuenta provincias espafiolas representada sobre el conjunto {expC/, }.

Fuente: Elaboracién propia a partir de datos del INE

27



22,2

17,4

7,8

3,0

CUENCA IUDAD REAL
L Av'-f' g

TERUEL

VALLADOLID

95,1

74,5

VIZCAYA BURGOS

GUIPUZCOA

60,7

BADAJOZ

A CORUKNA ZAMORA

ASTURIAS

9,2 22,6 32,6 50,3
SORIA /\ AVILA ﬂ LUGO ﬂ CACERES A
A 39,4
28,6
17,7
6,8
97,9 15,9 25,1 55,8
PONTEVEDRA A PALENCIA ﬁ HUESCA //l JAEN A
76,8 19,7
55,6 14,3
34,4 8,8
13,3 3,4
36,5 44,1
SALAMANCA ﬁ ORENSE ﬂ
28,6 /lfrj/ Urr/r/
20,7 '//l
12,8
49

Fig. 6 (Cont) Trayectoria del nimero de ocupados en el sector de la construccion (en miles) en cada una
de las cincuenta provincias espafiolas representada sobre el conjunto { exp Cth }

Fuente: Elaboracion propia a partir de datos del INE

28



MELEGE. 55 FE LIEE eV ERFE S0V
132 a2 @ 1
103 161l o 113
754 i = -

16 - 120 I - 1
18 —t——t——t——t—t+——+—t+— | | 7 —t—t—t—t—t+—t+—+— 2
3 3t 3 3 3 s 3t I At 3 3 3 3t 3 I It It
1976 1060 1564 1088 1002 1006 D000 2004 2008 1076 1950 1084 1068 1000 1006 2000 2004 2008

TECETA, TELLEDOLD PE LETCE. UL
a5 15 25
e e 1z
54 2 9 11t
i I &
|'3 T T T T T T T T T : T T T T T T T T 3
03 3 3t 3 I 3t I3t 3 03 3 3t 3 I 3t I3t
1976 1980 1954 1065 1902 1006 2000 2004 2008 1976 1980 1964 1963 1902 1006 2000 2004 2008

Fig. 7 Ocupados en el sector de la construccién residencial (en miles) en Malaga y Las Palmas (Sup.

Izqda), Navarra y Segovia (Sup. Dcha.),Vizcaya y Valladolid (Inf. 1zqda.) y Palencia y Huesca
(Inf. Dcha.).

Fuente: Elaboracién propia a partir de datos del INE
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