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Resumen

En este trabajo vamos a estudiar la medias estadisticas desde un punto de
vista elemental, de forma que los conceptos puedan ser asimilados por alumnos de
Ensenanza Secundaria y Bachillerato. Para ello se consideran problemas sencillos
de la vida ordinaria relacionados con la geometria elemental, con la fisica y con
la economfa.

Por parte de la Geometria se estudian problemas sencillos de cédlculo de lon-
gitudes, dreas y volumenes, con ayuda del Calculo integral cuando se considera
necesario en el cdlculo de voliimenes de revolucién y voltimenes por secciones, en
concreto en el volumen del tronco de cono.

Por parte de la Fisica se estudian problemas de méviles, ademads del llenado de
depdsitos. Se estudian también las leyes de los gases con relacién a la Quimica y
la inversién en acciones por parte de la Economia, ademés de otros ejemplos, todo
ello para diferenciar bien el uso de la media aritmética y de la media arménica.

Se intenta dar un enfoque practico al estudio de las medias, poniendo de relieve
la gran importancia que tienen para problemas que quizd no se han pensado con
suficiente atencién, ofreciendo distintas motivaciones para alumnos y profesores.

Palabras clave: Medias estadisticas, longitudes, dreas, volumenes, elipse, cir-
cunferencia, velocidades, depdsitos, inversiones.
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1. Las medias estadisticas

En Estadistica se utilizan muchas medias, las cuatro mdas habituales, si se
dispone de N datos, son las siguientes:

La media aritmética

X = Z;ﬂ% o bien X = Zin

y la media aritmética ponderada que es X en el caso en que los datos tienen
diferente importancia o pesos p;

X = > Tip;
> Di
La media geométrica

G = Y129 - 2N

La media cuadrdtica

C_\/x%+m§+--~+x§v
B N

La media armdnica

N
H = o bien — =
1 1 1
e H N
T i) N

2. La relacién entre ellas

Estas cuatro medias verifican la relacién
H<G<X<C,

que es muy facil recordar con la frase que se dice cuando los mozos de un pueblo
han ganado al fitbol a los mozos del pueblo de al lado: “Hemos Ganado Por
Corage”.



La relacién anterior puede demostrarse con facilidad para el caso de dos datos
positivos y distintos, a y b, tales que a, b > 0, a # b. Estas demostraciones consisten
en buscar relaciones equivalentes a las que necesitamos, hasta llegar a una verdad
evidente, de la misma manera que se hace en las demostraciones épsilon-delta
de los limites. Vamos a demostrar las tres desigualdades, que numeramos del
siguiente modo:

H<G<X<C.
m @ 6

2
(1) Hay que llegar a que 1T < vab, pero se tiene que
a b
2 2ab 979 9
—— <Vab & <Vab & 4’ <abla+b)? &
E+E a—+b
& dab< (a+0)? &
&S dab<a?+2ab+0? &
& 0<a®—2ab+b0 & 0<(a—0b)?

lo que es una afirmacién verdadera. Recorriendo las equivalencias hacia atrds, se
tiene la demostracion de (1).

b
(2) Hay que llegar a que vab < %, pero se tiene que

mga;b o Wab<atb & dab<(a+b)? o

& dab<a’+2ab+b0? & 0<a®*-2ab+V & 0<(a—0b)?

que es la misma afirmacién anterior.

b 24 p?
(3) Hay que llegar a que a;— <4/ ¢ ; y se tiene que

2
a+b< a’® + b? o a+b <a2—|—b2
2 2 2 - 2

& a?+2ab+ 0 <2+ &

S a?+2ab+ b2 <20 +20 &

& 0<a®>-2ab+0? & 0<(a—0)?%

obteniendo la misma desigualdad verdadera.
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3. La p-media

Se define elevando los datos a la potencia p-ésima, sumando, dividiendo entre
el nimero de datos y extrayendo la rafz p-ésima, de forma andloga a la férmula
de la media cuadrética pero con exponente e indice p. Es decir

Es una generalizacion de las medias conocidas, ya que para los valores p = 1,

p=2p=—1yp— 0, resultan las anteriores. En efecto,
N N -1
> T > ;! N
M= =X, M= =C, M,=|= = =0
1 N 9 2 3 1 N N q

y cuando p — 0 se obtiene como limite

.MZ
8
S
i

I
@

M_,O = lim ! =
p—0

aunque esto no es sencillo de demostrar.

Para p = 3 tenemos la media cibica

/ 3
Mz = \ Z]\;Cza

para p =4y p = 5 tenemos las medias

[S™ 44 5
M4:4%, M5:5Z]\}rl.




Para p = % y p = —2 tenemos las medias

4. Ejemplos de la media aritmética

EJEMPLO 1: En un trapecio: La paralela media a las bases de un trapecio tiene
por medida la media aritmética de las bases. Es decir

b+ b

X =
2

como puede verse en la figura.

Trapecio y triangulo
Lo mismo ocurre en un tridngulo, que es un trapecio con una base de valor nulo,

b+0

X =
2

La demostracion de estas afirmaciones es trivial sin méds que anadir otro trapecio,
o tridngulo, de forma que se obtenga un paralelogramo.

EJEMPLO 2: Si en un trapecio se divide la altura en n partes iguales y se eligen
k y n — k partes, ;Cudnto mide la paralela por ese punto y cudnto valen las dreas



de los nuevos trapecios?

Trapecio

La solucién estd en la media aritmética ponderada, ya que

kb+ (n— k)Y
=

y las dreas de los trapecios que resultan con esa divisién son sencillas de calcular
porque se conocen las bases y las alturas. La demostracion de este hecho es trivial
a partir del teorema de Thales.

EjempLo 3: El problema de la media con incremento de datos: Dados tres
niumeros, st tenemos la media aritmética de los dos primeros y el valor del ter-
cero, spodemos saber la media aritmética de los tres niimeros sin conocer los dos
primeros?

Sean w1, x9, x3 los datos y sea X5 la media de los dos primeros. Utilizando la
definicién de media aritmética, se tiene que

7:$1+JI2+ZE3 :1<2I1;—ZE2

1 —
3 3 - x3> = 3(2X02 4 7)

es decir, la media artimética ponderada de X5 y z3. Luego basta sustituir los
datos por su media conocida y hacer

712 + 712 + I3
3

X =




Si en una clase hay 19 alumnos y su media de edades es 16,2 anos y viene un
alumno nuevo que tiene 18 anos, no es preciso repetir todas las cuentas, la media

de todos serd
19-16,2+18  325,8

20 20

X =

= 16, 29.

5. Ejemplos de la media geométrica

La media geométrica de N datos estd definida por la férmula que vimos en la
seccién 1, pero cuando solo son dos datos, a y b la férmula es G = Vab, es decir
la media geométrica verifica la igualdad

a G

G b
por lo que es llamada también media proporcional.

EJjEMPLO 4: En Geometria se estudian los tridngulos rectdngulos y el famoso
teorema de la altura: La altura relativa a la hipotenusa es media proporcional
entre las proyecciones de los catetos sobre ella.

EJEMPLO 5: También se estudia el teorema del cateto: Un cateto es media pro-
porcional entre la hipotenusa y su proyecccion sobre ella. En el tridngulo de la
figura

15 20

Medias geométricas

se cumplen que la media geométrica de 9 y 16 es 12, al ser altura del tridngulo rec-
tangulo. La media geométrica de 25 y 9 es 15, como cateto, y la media geométrica
de 25 y 16 es 20, también como cateto.



EjempPLO 6: El teorema de la altura nos proporciona una demostraciéon geo-
métrica y visual de la desigualdad (2) de la seccién 2 para dos niimeros positivos
a y b, es decir, que la media geométrica es menor o igual que la media aritmética.

Dados a y b, queremos demostrar que

a+b

G=Vab< X = :

Para ello construimos media circunferencia que tenga por didmetro a + b, sean A
y B los extremos del didmetro. Si desde el punto H que une los dos segmentos
levantamos una altura que corta a la circunferencia en C'y construimos el tridngulo
ABC, resulta que este tridangulo es rectdngulo en C, ya que este dngulo abarca
media circunferencia, como vemos en la figura.

Media geométrica menor o igual que media aritmética

El teorema de la altura nos dice que la altura CH es media proporcional entre las
proyecciones AH y HB, es decir G = CH = vab. Por otra parte, trazando una
perpendicular al didmetro AB en su punto medio M y siendo N el punto de corte
con la circunferencia, resulta que M N es un radio de la circunferencia, de donde

7:—N2a+b'
2




Es claro que el radio M N es mayor o igual que cualquier segmento C'H, luego
G < X. Ademds observamos que la igualdad se cumple solo si el tridngulo es
rectdangulo isésceles, es decir si

a+b

a:b: s
2

cuando los dos nimeros coinciden.

EjEMpPLO 7: El &drea de la elipse de semiejes a y b estd dada por la férmula
A = 7mab. En el caso en que sea a = b, se trata de una circunferencia, y el drea
del circulo de radio a estd dada por la férmula A = ma?, como caso particular del
area de la elipse.

Elipse

Una demostracion sencilla y rigurosa de la férmula del drea de la elipse utiliza el
Calculo integral. Sea la elipse de semiejes a y b, cuya ecuacion es a’y?+-b?z? = a?b?,

despejando tenemos la funcién y = —+v/a? — x? cuya gréfica es la parte superior

a
de la elipse. El area es cuatro veces la del primer cuadrante, luego sera
A=4 / / Va2 — x2dx.
0
Integrando por partes se tiene

mdx—xM+/ ,
/ T
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pero esta ultima integral es

2?dx / (2% — a® + a®)dz / T
e = — [ Va2 — 22dx + a® arcsen =
/\/az—x2 Va2 — x? a

y sustituyendo queda
/de = 2va? — 22 + a? arcseng — / \/de,
por lo que juntando en el mismo miembro las dos ltimas integrales resulta que
2 / Va2 — 22dz = 2va? — 22 + arcseng
y el drea de la elipse dada es

4b [ 4b 1 a
A = —/ \/aQ—xde:—-—[x\/az—x2+a2arcsen£] =
a Jo a 2 alo
2b 2b
= — (a2 arcsen 1 — 0) = —a2z = mab,
a a 2

lo que concluye la demostracion.

Cincunferencias inscrita y circunscrita

Sin embargo, si nos fijamos que la elipse tiene una circunferencia inscrita y
otra circunscrita, cuyos radios b y a son respectivamente los semiejes menor y
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mayor de la elipse, el drea de la elipse es la media geométrica de las dreas de esos

dos circulos, ya que
A=A A, = Vb ra? = wab.

EJjEmpPLO 8: El volumen del elipsoide. Se pretende hallar el volumen de un
elipsoide general, no de revolucién en general, con semiejes a,b,c. En el caso
3

4
particular en que sean a = b = ¢, se trata de una esfera, cuyo volumen es —mr°,
por lo que el volumen del elipsoide serd la media geométrica de las tres esferas de
radios a, b y ¢, es decir el volumen de una esfera cuyo radio es la media geométrica
de los tres semiejes

4 74 34
Ve=-m (\/ abc) = —mabe.
3 3
Pero esto no es una demostracién, sino una férmula que deducimos por ldgica. La
demostracion rigurosa necesita Célculo integral. Concretamente, dado el elipsoide
de ecuacion ) ) )
x Y z
2t ta=1h
a b c

un plano a distancia x = x( le corta segin la elipse

2 2
2 2 2 ) z
x z = 4 —
_+y_+_:1 y2 22 a2—x% b2+62
a? b2 2 & St = & S =1
b2 2 a? a® — 22
T = I 0
a2
es decir ) )
Y z
+ =1
b? c?
(g2 g2 C a2 a2
a2 (CL x(]) a2 (a :EO)
con semiejes
b c
—y/a? — 2 y —y/a? — 22
a a
y drea de la seccién
whe
A(z) = —(a* — 2?)
a2

por lo que el volumen del elipsoide, calculado como volumen por secciones, es

= —mabe.

27mbe [ ) x?’]a 2rbc 2a® 4
€r = a — [
0 a? 3 3



En el caso en que sea un elipsoide de revolucién, por ser b = ¢, por ejemplo, el

volumen resulta ser 4
VE = gﬂ'ab2

y puede calcularse también como volumen de revolucién alrededor del eje OX.

Elipsoide

6. Ejemplos de la media armoénica

EjEMpPLO 9: ;jCudl es la figura mas arménica? Esta pregunta se la hacfan los

riegos con referencia a los poliedros regulares, que podemos ver en la siguiente
grieg p g y que p g
figura

Tetraedro (4) Cubo (6) QOctaedro (8)

Dodecaedro (12) Icosaedro (20)

Poliedros requlares

12



La respuesta es que el cubo, o hexaedro, era considerada la figura geométrica
mds armonica, ya que el nimero de vértices es media armonica entre las caras y
las aristas. Ya que tiene

C=6, V=8 A=12

Se verifica el teorema de Euler, C'+V = A+ 2, como todos los poliedros regulares,
pero ademads cumple que

2
V=T —T7-3-3°°%

6T 12
Segun los griegos, los demés poliedros regulares no eran tan arménicos como
el cubo, ya que tienen caras, vértices y aristas dadas por la tabla siguiente:

cC|V]|A
Tetraedro | 4 | 4 | 6
Cubo 6 | 8 |12
Octoedro 8 | 6 |12
Docecaedro | 12 | 20 | 30
Icosaedro | 20 | 12 | 30

EjEmpPLO 10: Estudiemos la velocidad media de un ciclista. Dependerd de lo
bueno que sea. Pongamos que el ciclista Pérez entrena durante una hora a la
velocidad de 60 km/h y a 20 km/h durante la hora siguiente. ;Cudl es su velocidad
media? Pongamos que el ciclista Gémez sube un puerto a 20 km/h y desciende
por la misma ruta a 60 km/h. ;Cudl es su velocidad media? ;Es la misma para
ambos?

El ciclista Pérez recorre 80 km en 2 horas, por lo que su velocidad media es

20 + 60
om = 2= 2200 40k,
Lo 2

que es la media aritmética. La velocidad media en igualdad de tiempos es la media
aritmética.

Si la longitud del puerto es e el ciclista Gémez emplea en su recorrido un

tiempo total
L_c ., e
20 60

13



por lo que su velocidad media es
e?pacio total _ 2e _— 2 _ 2 30 km/h,

tiempo total ¢ , ¢ 1 + R

20 60 20 60 60

que es la media armoénica. La velocidad media en igualdad de espacios es la media
armonica.

Obsérvese que en la férmula del movimiento uniforme e = vt, si el tiempo es
constante, el espacio y la velocidad son directamente proporcionales, pero si el
espacio es constante, la velocidad y el tiempo son inversamente proporcionales, a
mads velocidad se necesita menos tiempo para hacer el mismo recorrido.

EJEmMPLO 11: Estudiemos los depésitos. Cémo se llenan y cémo se vacian.
Supongamos que un depdsito dispone de tres grifos para llenarlo. El primero
tarda 8 horas en llenarlo, el segundo tarda 10 horas y el tercero tarda 14 horas.
Si los tres grifos vierten agua a la vez, jcudndo tiempo tardard en llenarse?

omll A fom ;

Llenado de depdsitos

Si el depdsito tiene una capacidad C, el caudal, o velocidad de llenado, de los
tres grifos es

C C C

3 10 Y 1
y si todos llenan el depdsito por separado, es decir que llenaran tres depdsitos, el
tiempo empleado serd

3C 3
t:O c O:1+1+1:12h0ras,
8+10+1 9 12 18

14



luego el depdsito lo llenardan en 4 horas, que es la media armdnica de los tiempos
por separado.

EJEMPLO 12: En un proceso de produccién distintas méquinas tienen velocidadas
distintas de produccién. Estudiar el tiempo necesario para producir un lote de
productos es interesante para la planificacién del trabajo diario en una empresa de
cualquier tipo de articulos. Supongamos que cinco méquinas distintas producen a
velocidades de 375, 362, 315, 408 y 350 productos por hora. Haéllese la velocidad
media de la cadena de produccién.

Si el lote que se va a produir tiene C' productos, el tiempo empleado por cada
una de estas méquinas es

C C C C C

e
375" 362" 315 408 350 O

y la velocidad media desarrollada para el total del lote seria

Produccién total 5C

Tiempototal € C O C O
375 7362 T 315 T 408 | 350
5
-1 1 1 1 7 =359,4

375 T 362 T 315 T 408 350

productos por hora, que es la media armdnica de las velocidades.

EjeEMPLO 13: Carreras de relevos. Supongamos que cada uno de los componentes
de un equipo de relevos 4 x 100 alcanz6 en una competicion la siguiente velocidad:

10, 16m/s, 10,35m/s, 10,40m/s, 10,52m/s.

., Cudl fue la velocidad media desarrollada por el testigo que se entregan los corre-
dores?

Vamos a llamar A, B,C' y D a los componentes del equipo, V4, Vg, Vo v Vp
sus velocidades y T4, Tg,Tc vy T los tiempos empleados en los 100 m que cada
uno recorre. Tenemos que

100:VA'TAZVB'TB:VC'TC:VD'TD;

15



por tanto, los tiempos son

100
=7

~ 100 100 ~ 100

T = Te=2 Ty=—
A VB7 C VC’ D VD7

Ts

es decir inversos a sus velocidades, lo que es légico, a mds velocidad se necesita
menos tiempo.

Como la velocidad media en el trayecto es el espacio total recorrido entre el
tiempo total empleado:

400 400
Velocidad media = = —
Tiotat Ta+Tp+Tc+Tp
= 400 = 1 =10, 356
100 100 100 100 1 1 1 1 —10356m/s

ViV TV TV Ve Ve Ve W

que es la media armdnica de las velocidades individuales.

EJEMPLO 14: Los inversores. Supongamos que dos inversores han comprado
acciones de bolsa de una misma empresa en cinco ocaciones; los precios por accién
han sido de

20,48; 23,04; 19,20; 25,60 y 30,72.

Hallar el precio medio de las acciones que han comprado sabiendo que:
a) Fernandez adquirié las cinco veces igual niimero de acciones, N.
b) Herndndez empleé en todas las compras igual cantidad de dinero, D.

El precio medio es el cociente entre el dinero invertido y el niimero de acciones
adquiridas. En el primer caso, si las acciones estdn més caras hay que pagar mas,
proporcionalidad directa. El precio medio es

20,48N + 23,04N + 19,20N + 25, 60N + 30, 72N

ON
20,48 + 23,04 4 19, 20 + 25,60 + 30, 72

Pr =

euros por accion, que es la media aritmética.

16



En el segundo caso si las acciones estdn mds caras hay que comprar menos,
proporcionalidad inversa. El dinero invertido es 5D y el nimero total de acciones

compradas es

D n D n D N D n D
20,48 23,04 19,20 25,60 30,72

luego el precio medio es

_— 5D B
7 = 7D N D+D+ D N D
20,48 ' 23,04 ' 19,20 ' 25,60 ' 30,72
5
= 3 i i i T =2316
+ + + +

20,48 23,04 19,20 25,60 30,72

euros por accién, que es la media armonica.

EjEMPLO 15: Los gases perfectos. En Quimica se estudia que cuando se trata
con gases es necesario tener en cuenta el volumen, la presién y la temperatura,
de forma que si se modifica una de estas variables manteniendo otra constante, la
tercera se modifica segtn las leyes de Boyle-Mariotte y de Gay-Lussac.

La ley de Boyle-Mariotte dice que a temperatura constante el producto de
presién por volumen permanece constante, es decir

PV =PV =k,

por tanto P y V varian de forma inversamente proporcional, si una de estas varia-
bles aumenta la otra disminuye. En conclusién, si queremos promediar presiones
o promediar volimenes, debemos hacerlo usando la media arménica, del mismo
modo que hemos hecho con la velocidad media del ciclista Gémez en el ejemplo
10, con los depdsitos del ejemplo 11 y el inversor Herndndez del ejemplo 14.

Las leyes de Gay-Lussac dicen que si el volumen de un gas permanece cons-
tante, la presién y la temperatura varfan de forma directamente proporcional, es
decir,

pP P

Tk

17



y si la presion de un gas permanece constante, el volumen y la temperatura son
directamente proporcionales, es decir,

| I
T T
En conclusién, cuando queramos promediar presiones o temperaturas, para

un volumen constante, o volimenes o temperaturas, para una presién constante,
debemeos usar la media aritmética.

7. Ejemplos de la media cuadratica
EJEMPLO 16: Estudiemos la velocidad de caida de un objeto. Sabemos por la

fisica que si desde una torre de altura h dejamos caer un objeto, la velocidad del
mismo al llegar al suelo estd dada por la férmula

vf:\/2 h.

;,Cudl es la velocidad del objeto a mitad de la torre? ;Y cuando lleva recorrido
un cuarto? ;Y a tres cuartos?

F

Velocidad de caida

18



El objeto parte del reposo, es decir v; = 0 y va acelerando hasta alcanzar vy
en el momento del impacto. Como la velocidad aumenta segin la raiz cuadrada
del espacio, ya que de la férmula anterior se deduce que

v = 2¢h,

lo que indica que para duplicar la velocidad es necesario multiplicar por cuatro la
altura. La solucién estd en la media cuadratica entre v; y vy, es decir

v? + v 0+ 2gh
C=\=5—=\—5 =V

Si calculamos la velocidad a mitad de la torre con la férmula de la velocidad de
cafda se obtiene lo mismo, ya que

h
V12 = 295 =/ gh,

lo que demuestra que la eleccién de la media cuadrdtica ha sido acertada.

Cuando el objeto lleva recorrido un cuarto de la altura de la torre, la velocidad
serd la media cuadrética entre la velocidad inicial y la velocidad a mitad de la

torre, es decir
Uz‘z + U%/Q 0+ gh gh
e = 2 V2 ~ Va2

y la velocidad a los tres cuartos de recorrido sera

U%/z + UJ% gh + 2gh 3gh
weE\N T TN T TV

Estos resultados pueden comprobarse usando directamente la férmula de la ve-
locidad de caida.

EJEMPLO 17: La desviacién tipica estd dada por la férmula

S—\/(Il_7)2+(x2_7)2+"'+(1'N_7)2
- N
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lo que indica que es la media cuadrdtica de las desviaciones de los datos respecto
de la media.

Su cuadrado es la varianza

o @i =X Yl =
A S

que se utiliza, al igual que la desviacién tipica, como medida de la dispersiéon de
los datos porque elimina la influencia de los signos. La media de las desviaciones
no sirve como medida de dispersiéon porque siempre es

Se-%)
I .

EjempPLO 18: El ajuste por minimos cuadrados. Cuando tenemos una nube de

puntos en el plano y queremos ajustar una recta o una curva a esa nube,

b 1 L] /
.+ //
.. '__.,-'"'
* * l. .:"/ . *
b 1 e '.-___,.-"-‘ o -
- : "'-f-:- “e .‘ . .
"__.-—-': . . = =
~ .

Recta de regresion
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se eligen los pardmetros de la linea de forma que sea minima la suma de los
cuadrados de los errores, es decir

Z(yi — y)? = minima.

Hacer minima la suma no es lo mismo que hacer minima la media cuadrética de
los errores, pero el uso de los cuadrados tiene el mismo fin, evitar la influencia de
los signos.

8. Célculo de limites

EJEMPLO 19: Si tenemos una sucesién de nimeros reales {a, } = {a1, ag, ..., ap, ...}
y nos preguntamos por el limite de la media aritmética de los términos de la

sucesion, et
. QT QT T Ay
lim

n n

tenemos una respuesta sencilla. Consideramos la sucesién de término general

a a ce ap, . . . . .
1T Gt y aplicamos el criterio de Stolz, ya que el denominador tiende

n
a +00, resultando que

. ayFay+--+ay
lim
n n

:hm(a1+a2—|—---+an)—(a1+a2+---+an_1)
n n—(n—1)

. Gy .
=lim — = lima,
n 1 n

es decir, el limite de la media aritmética es el limite del término general. (Propiedad
de Cauchy del limite de la media aritmética).

EjEMPLO 20: Si nos preguntamos por el limite de la media geométrica
lim Vaias---ay,
n

tenemos el mismo resultado. El lfimite se obtiene del ejemplo anterior escribiendo
la raiz como potencia y aplicando las propiedades de los logaritmos
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lim #/aas---a, =
n

1/n _ lim eXp[ln(a1a2 A an)l/n] _

= lim(a1a2 s an)
n n

. 1 . Ina; +Inay +---+1na,
= limexp |—In(ajas---a,)| = limexp =
n n n

n

1 1 .-+ 1na,
= exp [lim D ma Tt ma } = expllimlna,] = exp[lnlima,] = lima,,
n n n n n

es decir, el limite de la media geométrica es el limite del término general. (Propiedad
de Cauchy del limite de la media geométrica).

9. Ejemplo final: el tronco de cono

Deseamos estudiar el volumen del tronco de cono y hallar el radio de un cilin-
dro de la misma altura que tenga el mismo volumen que el tronco de cono, que
llamaremos radio equivalente.

e

Tronco de cono y cilindro equivalente
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Parece que si giramos la figura lo vemos mejor:

El tronco de cono

Geométricamente parece que se trata de la media aritmética de los radios

_R—l—r
)

Te

Eso es sencillo pero completamente falso, porque la parte del tronco que gira por
fuera del cilindro genera m&s volumen que la que gira por dentro.

Si queremos una demostraciéon mas formal, deducimos el volumen del tronco
de cono, restando al cono grande el cono pequeno segtn la figura

K
r
H-h h

(o}

Una seccion del tronco de cono
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Por la semejanza de los tridngulos se tiene que

H—-h H h
=— = HR—-hR=Hr = HR-r)=hR = H= R
r R R—r

lo que nos permite eliminar el valor de H, resultando

1 1
‘/tronco = §7TR2H— gﬂ-r?(H— h) = g (RQH—T2H+T2h) _
™ 9 9 9 T <R2_T2)hR )
3[(R T) +Th} 3 R—r tr
h
= g [(R+7r)hR +1*h] = %(RMH + Rr)

Haciendo un célculo del volumen de revolucién por integracién, se llega al
mismo resultado. Para ello hemos de encontrar la férmula de la funcién que pasa
por los puntos A(0,7) y B(h, R), esta funcién es claramente

R—r
h

Yy=r-+ T

e integrando

h h R— 2
Vironco = 7T/ Qdﬂf—ﬂ/ (7‘+ TZB) dxr =
0 0 h
h 2.2 _
_ 7T/ < )x +T(th)x)dx:

[ 333 T(R—T)xzr
= T r.r—l— + =
h 0
( —r2h3 T(R—T)hQ)
_— i T + g
h
7h
= 3 37“ +(R— ) +3r(R—1r) =
h 7h
= %(3r2+R2—2Rr+r2+3Rr—3r2):?(R2+T2+Rr).

Es mucho més simple obtener el volumen del cono por integracién y el del
tronco de cono como diferencia entre dos conos.
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Nos falta hallar una férmula para el radio equivalente, es decir el radio de un
cilindro de igual altura que nos proporcione el mismo volumen. Como el volumen
del cilindro estd dado por la férmula V' = 7r2h, donde 7. es el llamado radio
equivalente. Comparando con la férmula final del tronco de cono resulta que

1 R? 2+ R
rf:§(R2+r2+RT) = re:\/——i_rg—i_ !

es la férmula del radio equivalente. El radio equivalente es la media cuadrdtica
del radio mayor, el radio menor y la media geométrica de ambos, v/ Rr.
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