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Resumen:

En este trabajo se define y se recuerdan las principales propiedades del campo

de valores de una matriz y se visualizan campos de valores de matrices sencillas
mediante el método de Montecarlo.

Se estudia ademds la caracterizaciéon de Murnaghan y se utiliza para dibujar

campos de valores de otras matrices sencillas mediante el método de la envolvente.

Finalmente se aplican estas técnicas a las matrices de Hessenberg relativas a

polinomios ortogonales sobre curvas del plano complejo, representando las curvas
soporte mediante sumas obtenidas con la funcién de Riemann.

Palabras clave:

Campo de wvalores, envolvente convexra, matrices hermitianas, matrices nor-

males, matrices de Hessenberg, autovalores, autovectores, polinomios ortogonales,
funcion de Riemann.
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1. Campo de valores de una matriz

Definicién 1 Sea X un espacio con producto interno sobre el cuerpo C y sea A
un operador lineal A : X — X. Entonces el campo de valores de A es el conjunto
del plano complejo

W(A) = {{Az,z) |z € X A ||z|| = 1}.

Teorema 1 (Toeplitz-Hausdorff) Dada una matrizt A € C**", el campo de valores
W(A) es un conjunto convexo del plano.

DEM: Veamos una versién de [9]. Solo necesitamos considerar el caso en que W (A)
contiene al menos dos puntos. Sean x1,x2 € X = C" tales que ||z1]| = ||z2|| =1
y

<AQT1,.T1> = Wy, <A.’L’2,CC2> = Wa,

siendo los dos puntos de W (A), w; y ws distintos. Puede ocurrir que x; + zxo = 0
con z € C o que z1 + zx9 = 0. Supongamos que x1 + zxo = 0 con z € C, entonces
2r9 = —x1 y tomando normas

2] [|lz2|| =[] = 2l| = [2[ =1,
a partir de x1 = —zxy tendriamos
wy = (Axy, 11) = (—2Axo, —219) = 22(Axg, 2) = |2|*wy = wy,

contra lo supuesto, luego x; + zxs # 0. En consecuencia ||z1 + zxo|| > 0, Vz € C.

El teorema quedara probado si mostramos que para cualquier nimero real
dado 0 < t < 1, existe al menos un niimero complejo z = x + yi con x,y € R que
satisface la ecuacién

<A(1’1 + Z(Eg), i + Z$2>

lotzmp ot 0

IEste resultado es vilido también si se trata de operadores o matrices infinitas, lo tinico que
puede cambiar en el caso infinito es que W(A) puede ya no ser necesariamente cerrado, problema
212, de [6].



Dicho de otro modo, para cualquier punto tw; + (1 — t)wsy del "segmento" [wy, ws)
existe un vector z; + zx9 € X cuya imagen es dicho punto; por tanto dicho seg-
mento pertenece a W (A). Al poder hacer esto para cualquier segmento terminado
en puntos arbitrarios de W (A) quedara probado el teorema.

Reescribamos la ecuacién (1), operando convenientemente tendremos que el
numerador serd

(A1 + 2m), (11 + 2m2)) = (A, (21 + 222)) + (Azwy, (21 + 272)) =
= (Azy, 1) + (A, 229) + (Azxo, 1) + (AzTo, 209) =
= wy + Z(Axy, 25) + 2{Azy, 21) + |2|*ws.

En el otro miembro quedard [tw; + (1 — t)ws] ||z1 + z22||?, es decir
wy + Z{Az1, 29) + 2{(Axo, 21) + |2[Pwy = [twy + (1 — t)wo] ||z1 + 22|
La norma que aparece en el lado derecho se puede escribir

|21 + z20||* = (21 + 220, 71 + 29) = (T1, 11 + 229) + (209, 11 + 229) =

1+ 2{wy, 12) + 2{(z0, 21) + (T2, 72)|2)?,

tras multiplicar por [tw; + (1 — t)ws], pasando al otro miembro y sacando |z|?
factor commin, teniendo en cuenta la trivial identidad

|2 lws — twi — (1 = thws] = [2]*[t(wy — wy)],
quedara finalmente
|22 [t(wy — w1)] + 2[ 1]+ Z[2]+ [wy — twy — (1 — t)wy).

Llamando p = [t(ws —wy)], ¢ =[1], 7 =[2], s = (1 —t)(w; — w,), podemos escribir
(1) como

plzP+qz+12+5=0, (2)

donde ¢, € C, no importa cuales sean. Dividiendo la anterior ecuaciéon por p
queda

|z|2+gz+22—|—f=0,
p p p



y separando la parte real y la imaginaria, ya que z = x4y, tendremos, observando
S 1-1¢

que — = —u,
P t

(1;75)20 -

Imag. : =cxr+dy=0, (4)

Real : =2+ 9* +ax+by —

donde a, b, ¢, d son nimeros reales perfectamente definidos a partir de A, x1, x2,

pero que no son fundamentales en el razonamiento. Resulta que

(1—1)
t

22+ % 4 ax + by — =0

es una circunferencia que tiene el origen en su interior, puesto que

1-1)

t

R —m?—n?= > 0.

Por otro lado, la recta cx + dy = 0 pasa por el origen, luego la solucién del sistema
(3),(4) existe y estd compuesta por dos puntos 21, zo que lo satisfacen, y por tanto
(2), y en consecuencia (1) tienen solucién. Luego el teorema estd demostrado. [J

Veamos unos teoremas elementales (véase [7]), pero que conviene recordar.

Teorema 2 FEl campo de valores de una matriz A € C"*™ es invariante bajo
transformaciones unitariamente semejantes. FEs decir st U € C"*" es unitaria,

entonces
W(A) = W(UAU").

DEeEM: Tenemos que
(UAUP gz, x) = (AU 2, U z) = (Ay,y)
tras un simple cambio y = U z. Si (z, ) = 1, entonces
(y,y) = (U2, U"2) = (UU 2, 2) = (z,2) = 1.

Por tanto, a = (UAU"x,z) para algin z € C" tal que (z,x) = 1, si y solo si
a = (Ay,y) para algin y € C" tal que (y,y) = 1. Es decir que a € W(A) <
a € W(UAUM). O



Este resultado nos conduce a una elegante descripcién geométrica del campo
de valores cuando la matriz es normal.

Veamos en primer lugar que todos los autovalores de una matriz arbitraria
A € C"" estan en W(A). Si A € o(A) entonces existe un autovector x € C" tal
que (z,x) = 1 verificando Ax = Az y es claro que

(Az,x) = Mz, z) = Mz, z) = \.

Del Teorema 2 y de esta trivial observacion se desprende que la envoltura
convexa de los autovalores de A tiene que estar forzosamente incluida en W (A),
puesto que o(A) C W(A) y W(A) es convexo.

Para matrices normales la geometria del campo de valores puede caracterizarse
de un modo sencillo.

Teorema 3 El campo de valores de una matriz normal A € C™*™ coincide con la
envoltura convexa de sus autovalores.

DEM: Si A es normal y sus autovalores son Aj, g, ..., \,, sabemos, (véase [3],
Vol. 1, pdg. 273), que existe una matriz unitaria U, tal que A = UDU* donde
D = diag[A1, Ag, ..., Ay]. El Teorema 2 afirma que W (A) = W(D), y por tanto es
suficiente probar que el campo de valores de la matriz diagonal D coincide con la
envoltura convexa de las entradas de la diagonal principal.

Realmente W (D) es el conjunto de nimeros

a=(Dzx,x)=> )\i]xi\z,
i=1

donde (z,z) = Y | |z;]* = 1. Por otro lado la envoltura convexa de los puntos
A1, A9, ...y Ay serd el conjunto

i=1 =1

haciendo 6; = |z;|%, i = 1,2,...,n, y observando que, conforme x recorre todos
los vectores tales que (x,x) = 1, 6; recorre todos los posibles valores #; > 0 con
Y, 0; =1, queda probado el resultado. O

Teorema 4 FEl campo de valores de una matriz A € C"*™ es un intervalo de la
recta real, si y solo si, A es hermitiana.



DEM: Lo primero es tener en cuenta que si A es hermitiana, entonces es normal,
y por el Teorema 3 sabemos que W (A) es la envoltura convexa de los autovalores
de A, que son todos ellos reales, véase por ejemplo [3], Vol. I, Th. 5 en pédg. 273.
Como los 1inicos conjuntos convexos sobre R son los intervalos, hemos probado
que si A es hermitiana, W (A) es un intervalo de R.

Reciprocamente, si A € C"*" y W(A) es un intervalo de R, podemos escribir

B =R(A) = %(A + A%, C=3(A) = %(A — A,
y obtenemos
(Az,x) = ((B+ Ci)zx,z) = (Bx,x) + (Cx, x)i,

donde (Bz,z) y (Cz,z) son nimeros reales puesto que B y C son hermitianas.
Pero como W (A) estd constituido unicamente por nimeros reales, por tanto
(Cz,x) =0, Vx € C" tal que (z,z) = 1. En consecuencia C' = 0, luego A = A%.0]

Corolario 1 Si A es hermitiana con autovalores A\ < Ay < ... < \,, entonces
W(A) = [\, A\l

Reciprocamente, si W(A) = [A1, \,], entonces A es hermitiana y A1, \, son re-

spectivamente el minimo y el maximo de los autovalores de A.

DEM: Este resultado es una consecuencia inmediata de los teoremas 3 y 4. U

Ejemplo 1 Es claro que una matriz finita, diagonal, compleja o no, es siempre
normal. Por tanto el campo de valores serd la envoltura convexa de sus elementos.
Sean las matrices normales

1—i 0 0 0
1 0 0 .
. 0 —14i 0 0
A= 818”(1) , B= 0 0 14+i 0 |’
0 0 0 1-—i
y
1.0 0 0 0
0 —i 0 0 0
c= o0 o1 o 0
0 0 0 1/2—i 0
0 00 0 —1/2-i



Tendremos respectivamente

pruebas de lanzamientos 57 prurbes die lanzamientos

Figura 1. Tridngulo del método de Montecarlo y anomalias

%) pruebas de lanzamientos

Figura 1.2. Cuadrado y pentdgono

©©© pruebas de lanzamientos

Figura 3. El shift-right 5 x 5 y su verdadero radio
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No obstante si la matriz no es normal, como en el caso de las secciones del
shift-right resultard que W (D,,) es una sucesién de circulos concéntricos, cuyo
radio resulta fécil de averiguar puesto que

R(Sg) = J, |z, — Jp| = Up(2),

Figura 4. Campo de secciones del shift-right D3, D4y Ds
es decir la matriz tridiagonal de Jacobi correspondiente a los polinomios ortogo-
nales U, (z) en [—1, 1], y en consecuencia

r(W(D,)) = max{x | U,(x) = 0},

es decir

V2

TmaX(‘DQ) = - 07 57 Tmax(D3) - - 0, 7071 ... y

2
Tmax(Ds) = 1= 0,8090..., Tmax(Ds)=0,9009..., etc.

Observaciéon 1 Hemos denominado método de Montecarlo al de generar aleato-
riamente vectores w = [21, 29,..., 2,] de dimensién n, con z, € C, efectuar el
producto w*Aw y dividir por ||w|? = >_}_; |2x|*>. Lo que se consigue tomando
2z = —10 + 20rand() + (—10 + 20rand())i, es decir vectores en el cuadrado
complejo [—L, L] x [-L, L], con L = 10. También se consigue eligiendo z, =
(10 * rand())[cos(2r rand()) + isin(27)], es decir, tomando vectores dentro del
circulo centrado en el origen de radio r = 10. Podemos escoger en vez de
L = r = 10rand(), la cantidad L = r = 10%0rand0 - con el peligro operacional
imaginable.



2. Caracterizacion de Murnaghan

Pasemos a indagar la expresién analitica del campo de valores de una matriz.
Abordaremos el problema inicialmente desde el punto de vista de Murnaghan
(véase [8]).

Hemos visto que el campo de valores de una matriz hermitiana es un segmento
del eje real que conecta el mayor y el menor de sus autovalores. Cualquier ma-
triz A puede descomponerse en forma tnica A = B 4 (i donde B y C son sus
componentes hermiticas, podemos escribir

(Az,z) = ((B+ Ci)z,z) = (Bx,z) + (Cx, x)i,

y donde los nimeros (Bz,x) y (Cz,x) son por supuesto reales. Por tanto en el
caso general (Bz, x) es la proyeccién de la regién (Ax, x) sobre el eje OX mientras
que (Cz,x) lo es sobre el eje OY.

Si denotamos por r el valor real del médximo autovalor de B, la recta x = r
perpendicular al eje OX contiene un punto de la frontera de la regién (Az, x). No
existen puntos del campo a la derecha de dicha recta.

La idea de Murnaghan es sencilla: girar el campo de valores en torno al origen
y volver a trazar la recta delimitadora perpendicular al eje OX. Cada vez que
giremos el campo tendremos una recta delimitadora, si ahora tenemos todos los
dngulos de giro y la distancia a la que se encuentran dicha recta del origen de
coordenadas, tendremos que la envolvente de todas esas rectas es el campo de
valores. Procedamos analiticamente ¢ = e’ es un giro, consideremos ahora la
matriz A = A/t. Resulta claro que el campo de valores W (A) serd el campo de
valores W (A) girado un éngulo 6, o si se prefiere como si hubiéramos girado el eje
un dngulo positivo #. Llamemos

~ 1/ A )
B=-|— + AHew y
2 (629
va que (%) = A y N
7(0) = Mpaz(B),
r(6) es real por tratarse B de una matriz hermitiana. Tenemos ya un método
numérico, que hemos desarrollado con scilab, y es:



function s=campo (M)

t=0;

clf();

k=ceil (norm(M));

for i=1:300

t=t+2*,pi/300;

if abs(cos(t))>0.01 & abs(sin(t))>0.01
p=radio(t,M);

x=-k:2:k;

y=(p-cos(t)*x)/sin(t) ;

xgrid;
plot2d(x,y,style=[color("blue")] ,rect=[-k,-k,k,k])
end

end

endfunction;

function p=radio(t,M)
h=cos(t)+sin(t)*%i;
B=0.5%(M*conj (h)+M’*h) ;
p=max (real (spec(B)));
endfunction;

Para dibujar el campo de valores, basta con considerar la familia de rectas,
una para cada valor de 6 :

A )
am%9+y$m9:AmeE+ﬁWdﬁ, 6 € [0, 27].

Numéricamente hemos de ser cuidadosos ya que An.x es el mayor autovalor no
el autovalor de mayor absoluto y necesitamos un algoritmo que calcule todos los

autovalores de L /A
H if

Recordemos la ecuacién hessiana de una recta

xcosf + ysenf = p.
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Como hemos llamado t = ¢, t = cosf + isenf. Sabemos que z = = + yi, luego
se cumplird que

; = xcosf + ysenf — xisend + yicos b
Zt = xcost+ ysenl + xisend — yisend,
de donde
1 /2 _
xcos«9+ysen0:§(z+zt>:p, (5)

que es la forma de la ecuacién de una recta que nos serd de utilidad. Si consi-
deramos, por ejemplo, un punto z; y llamamos p; a la distancia de ese punto a la
recta % (% +Z t), tendremos que esa distancia vale
1 Z1
=p—z|—+7Z t) . 6

pL=p B ( n 1 (6)
En efecto, la distancia de z; = z1 + y17 a la recta p = % (f —l—Et), que es la
p— (zcosf + ysend) = 0, serd

p — (21 cosf + y; sen b))
V/(—sen0)2 + (— cos )2’

P =
y sin mas que utilizar (5) resulta (6).

Teorema 5 Sea A = (a;;)};—, y sea

Al Cli2 €13 ... Cip
0 /\2 C23 ... Copn

C = 0 0 )\3 ... C3p ,
0O 0 0 ... X\

su forma Schur, entonces la frontera del campo de valores serd la envolvente de
las rectas dadas por la ecuacion

—pp Q2 4z ... an
2 2t 2t
24 _ 23 ... C2n
2 b2 4 2 0
. : - )
Cln Can C3n .
ot ot St Pn



donde p; es la distancia del autovalor \; a la recta genérica del haz (t,p), para
1=1,...n.

DEM: Aplicando el teorema de la descomposiciéon de Schur, véase por ejemplo
pag. 313 de [4], tenemos que
C =UAU",

donde U es unitaria, es decir U~! = U¥ y C es triangular superior con los auto-
valores en la diagonal. Se tendra

A=U"cU, y A" =UHCHU.

Resulta inmediato que
A < .
(4 am) o (£ cn
e’ e’

y tendremos que

Amax (% + AHew) = max {det lp[ — (% + AHeie)] = 0} .
et e

Pero es claro que al ser URU = I, se cumple

()] - o= (2 )

1/C o
= det [p[—§(7+0 t)]

De donde
1/C
det |pIl — = = +CHt)| =
{p 2<t
1 A N C C Cin
I P YOI S SRR
e A 1 N S S
i S R R



sustituyendo queda finalmente

a2 s Cin
—Ph S 2t 2t
2y _ €3 ... Cn
2 P2 2 | —p
Cin Can C3n .
ot ot St Pn

Ejemplo 2 Sean las matrices diagonales arriba vistas
M = diag(—1,1+41,1), M = diag(—1,14,1,—i), M = diag(—1,4,1,1/2—i, —1/2—1),

con lo que construimos los campos de valores

Figura 5. El método de la envolvente en el tridngulo y el cuadrado

y para el pentdgono

Figura 6. El método de la envolvente para el pentdgono
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El caso n=2

Proposicion 1 El campo de valores correspondiente al caso de una matriz 2 X 2
es siempre una elipse, degenerada o no, cuyos focos son los autovalores.

DeEM: Es un caso particularmente sencillo, si n = 2, entonces desaparece t. En
efecto

_ ci2
Py 0
C12 )
2t P
tendremos )
|c12]
p1p2 = —(—

4
Dados dos puntos del plano Ay = (z1,91), Aa = (22, %2) y una constante % =k,

jcudl es el lugar geométrico determinado por la envolvente de una familia de
rectas, con la propiedad de que cada una de las rectas de la familia sea tal que el
producto de las distancias a dos puntos fijos A1, A9, sea k 7

Desarrollemos lo anterior con algo de detalle, si consideramos que la ecuacién
la recta genérica es mx + ny + 1 = 0, se tendra

(may + nys + 1)(mae + nwy + 1)

=k
m2 + n? ’

operando tendremos
m? (2129 — k) +n*(yoy2 — k) +mn(x1ys +1y122) +m(xy + 20) +n(y +y2) +1 = 0.
Sin pérdida de generalidad y para simplificar escojamos xs = y3 = 0, quedard

mzy+ny +1 = k(m?+n?)
mx+ny+1 = 0.

La primera ecuacién la podemos expresar mas cémodamente como

o si se prefiere

2

_ oy’ _&y_l L
(m )+<” = T T e



Parece razonable llamar

iy | L
2 2k ko 4k%  4k?

a

y tendremos

(m—a)®+(n—->b)? = R?
mz+ny+1 = 0.

Despejando m y sustituyendo en la segunda ecuacién queda
<ai RQ—(n—b)2)x+ny+1:0.

Queda todo en funcién del pardmetro n. Elimindndolo entre esa ecuacién y la
derivada respecto a n :

+ —(n—b) r+y=0
R? — (n —b)?
Operando resulta
R2y2
2
(=0 = 5

despejando n y sustituyendo en la ecuacién sin derivar, queda

+ by £ 0,

Rx? Ry?
ami—x —y+1:
/$2+y2 /x2+y2
ar + by +1=FR\/ 22+ 12

Elevando al cuadrado, para evitar ambigiiedades con los signos, y agrupando,
finalmente obtenemos la ecuacién de la envolvente

2%(a® — R?) + y*(b* — R?) + 2abzy + 2azx + 2by + 1 = 0.

Obviamente es una cénica. Pasemos a estudiar sus invariantes:

a? — R? ab a
I; = ab ¥W—R2 b |=R'>0.
a b 1

15



a® — R? ab
Iy = ab b2 — R2 :RZ(R2 (a2+b2>>_
1 112 yQ .,L.2 yQ R2
_opflimo o _w )R
R (k:+4k2+4k2 152 4k2) P
2 $2 y2
I = (o — B2 2 _pay__c_ " ¥ _
=@ R (- B = 2 TV

Se tiene que I, > 0, e I I3 < 0, luego es del género elipse. Calculemos los semiejes,
sabemos que vienen dados por

2| 3] _
|| |11 £/ I} — 41,
Operando se tiene:
(+) = a = Rk,
(=)= b=k

Pueden obtenerse tambien las coordeandas del centro de la elipse, que seran

Az ab® —ab® + aR? T T
r = = =ak = —k=—,
Az I 2k 2
A 2 RYHb—a®b
y = 2 o Bboab_yu
Ass R2/k 2
que resultan coherentes con la eleccion o = y, = 0 hecha para el segundo

punto. Es inmediato ver que los puntos \; = (z1,91) ¥y A2 = (x2,y2) son los
focos, verificandose que b = }1|012|2, con lo cual la elipse queda inequivocamente
determinada. O

Ejemplo 3 Matrices cuadradas no normales (si lo fueran el campo de valores
serfa un segmento), sea

M= (ML) = en = (e/a0. 10}

16



que por lo anterior son las coordenadas de los focos, el campo es

SERRE
R
WA
AR
AR

RN
NN
AR
AITRRRR
AN

Figura 7. Los focos son los autovalores

El resultado de que los autovalores de A son los focos de la frontera de W (A)
puede generalizarse. Aunque habria que analizar con detalle lo que se entiende
por focos de las curvas que van apareciendo cuando n > 2.

3. Aplicacién a la matriz infinita D y a sus
secciones principales D,

Es bien conocido el teorema de Fejér (véase por ejemplo [10]) que afirma:

Teorema 6 Dada una medida (1 que toma valores reales y positivos, y cuyo soporte
es un compacto de C, entonces todos los ceros de los p,(z) asociados a dicha p
caen en la envoltura convexa del soporte supp(p).

DEM: La demostracién es muy elegante. Es conveniente trabajar con los poli-
nomios moénicos, es decir sea P, = p, /7, donde p,, = 72"+ - - . Es claro que tiene
los mismos ceros que p,(z). Supongamos que P,(z9) = 0, con zy ¢ conv(supp(i)).
Podremos siempre escribir que P,(2) = (2 — 20)¢n-1(2).

Obviamente existird una linea recta £ que separara el punto z, del soporte.
Llamemos Z; a la proyeccién ortogonal del punto zy sobre la recta £. Tendremos
que Vz € supp(p), se cumple necesariamente

l2=20| <lz=2l = [E=20)6G) <|(z=-2)@.(2)] = ()]
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Luego tendremos que
[ oie-mmela < [ e P -
supp(pt) supp (k)
= [ R@PE) = PGP
supp(p)

Lo que es absurdo, puesto que el polinomio ménico P,(z), es el polinomio de
norma minima (propiedad de minimo de los ménicos) y no el (z — Zy)g,(2). En
consecuencia no puede ocurrir que P,(z9) = 0, con zo ¢ conv(supp(u)). Luego
todas las raices de P,(z), sea cual sea n, caen dentro de la envoltura convexa del
soporte. U

Este teorema requiere la existencia de una medida, nosotros daremos una inter-
pretacién matricial de este resultado que puede expresarse en la forma siguiente.

Proposicién 2 Dada una matriz HDP infinita M, sea {p,(2)}>, la SPON co-
rrespondiente, entonces sea cual sea el valor de n, p,(z) tiene todos sus ceros en
W(D), donde D = (d;1,)55%—o se construye’ a partir de los coeficientes dj), que se
obtienen mediante la férmula

n+1

opn(2) = dinpi(z), nef{0,1,2,..}.
=0

DEM: Noétese que de las propiedades de D,, resulta que
{znk | Po(2ng) =0} = o(D) C W(D,,).

Por otro lado es trivial observar que W (D,,) C W(D,4+1) C --- C W(D), de donde
resulta inmediato el resultado. O

Observacioén 2 Si llamamos

Z ={z|pu(2), n€Z,},

20 bien aplicando D,, = T, *M! T, 2| donde M,, = T}, T2 es la descomposicién de Cholesky
de M, seccién n x n de la matriz de momentos M, y M/ es la matriz n x n que resulta de
eliminar en M la primera columna.
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es claro que conv(Z) C W(D), pero sin embargo la diferencia entre ambos con-
juntos puede ser muy grande. Pensemos en la medida de Lebesgue sobre la cir-
cunferencia unidad. En ese caso Z = {0}, y sin embargo W (D) = D.

Observacién 3 Noétese que en la proposicién anterior no es necesaria la existen-
cia de medida. Basta con que M sea definida positiva. Se puede mejorar este
resultado, pero exigiendo que haya medida.

El resultado principal que obtuvimos en [5], fue que cuando D proviene de una
medida, es decir M (p) es una matriz de momentos, se cumple, véase Proposicién
3 mas adelante, que

W (D,,) C conv(supp(u)).

Como es claro que

supp(p) C conv(supp(p)) C W(D) C UW (D),

resulta
conv(o(D)) = W(D).

En [5] sabfamos muy poco de la matriz-operador D. Tras descubrir e interpretar
el articulo de Atzmon [1], establecimos en [12], y con més detalle en [11], que M es
de momentos, si y solo si, D es subnormal (presuponiendo D y supp(u) acotados).

En el capitulo 22 de [6], donde se estudia el campo de valores, se prueba que la
clausura del campo de valores de un operador subnormal coincide con la envoltura
convexa del espectro. Es decir si D es subnormal, lo que —como sabemos— solo
ocurre si M es de momentos, se da la igualdad

conv(o(D)) = W(D).

Luego el resultado de [5], se pudo obtener por otro camino, quizds més indirecto,
via teorfa de operadores subnormales.

Con objeto de completar lo anterior reproduciremos la demostracién de la
proposicién arriba citada.

Proposicién 3 Para n=1,2..., se cumple que W(D,,) C conv(supp(pu)).
DEM: Sea ¢ € W(D,,), es decir ¢ = (D,v,v)/(v,v), conv € C™, v # 0. Tendremos

Dyv =T *M! (T*)v, donde llamando v = (T7*)"'v, con u = (ag, ay, ...,a,_1), de
donde claramente se tiene v = T, u.
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En lo que sigue llamaremos
1) = [ 1),
supp(p)

En consecuencia

(Dyv,v) = (T, "M u, Tru) = (T, T, * M u,u) =
n—1

= (Myu,u) = 'Zo Civ1,0505 = 1(2|gn-1(2)]?),
1,j=

donde ¢, 1(z) = 321" a;2". Por otro lado

(v, vy = (Tru, Truy = (T, Tru,u) =
n—1

= (Myu,u) = 'Zoci,jaia_j = [(]qn,l(z)F),
1,j=

de donde obtenemos
Gl 2)P)
I(lgn-1(2)*)
que es el centro de gravedad de |g,,_1(2)[*du(z) sobre el soporte supp(u) considera-
do. En cualquier caso dicho centro de gravedad estd contenido en conv(supp(y)).O

¢

Ejemplo 4 Consideremos los puntos y pesos siguientes:
z=[-1,14141—14,4], p=1[1/4,1/4,1/4,1/4].

La matriz de momentos M de orden 5 X 5 sera

1 3/4—1/4i 0 —3/A4+1/4i  —3/2
3/4+1/4i 3/2 5/4—1/4i 0 —7/4+1/4i
My = 0 5/4+1/4i 5/2 9/4 —1/4i 0
—3/4 —1/4i 0 9/4+1/4i 9/2 17/4 — 1/4i
—3/2  —T7/A—1/4i 0 17/4 + 1/4i 17/2

Calculamos Dy y resulta Dy =

3/4—1/4i (—=1)7+3/284)v14 (—1/21—1/7i)v/14 (—1/30 4+ 1/104) /10

1/4V14  19/28 —1/28i —2/T+42/Ti (—1/35 —2/354) /35
0 6/7 43/63 —8/21i  (—19/3154+4/1057)v/35
0 0 1/9/35 8/9 —1/3i
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Obviamente
o(Dg) =[-1,14+14,1 —1i,i].

Lo interesante es que cuando D, es normal, cosa que ocurre en este caso por

tratarse de un caso discreto finito con 4 dtomos, se produce un contacto entre
W<D4) y W(Dg)

Figura 8. El contacto entre W (D,) y W (Ds)

Definicién 2 Fijados u,v € C™ y siendo A una matriz cuadrada de orden n,
llamaremos
Walu,v] = {w*Aw : ||w||=1Aw € L(u,v)}.

Sean cuales sean u y v, siempre que n > 2, se cumple que Walu,v] C W(A).
Enunciemos el siguiente Lema que se encuentra en [2].

Lema 1 Si A es una matriz normal de orden n y A\, \s € 0(A), siendo u,v € C"
los correspondientes autovectores, entonces Walu,v] = [A1, Ao

A partir del lema hemos desmostrado el siguiente resultado que nos permite
relacionar los campos de valores de A, y A,,_1.
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Teorema 7 Si A, es una matriz normal de orden n, entonces:
i) Vi, Ay € a(An), A # N, se cumple [N, \j] VW (A,-1) # 0.
i) Si [N, A\j] COW(A,), severifica [N, \j] NOW (A,—1) # 0.

DeM: Por lo anterior Wy[u,v] = [\;, A;], donde u y v son los autovectores de A,

y A;. Tendremos que, al variar o, 8 € C, w = au + (v, serd tal que w*A,w/w*w

recorrerd [A\;, A;]. Dado que w,v,w € C", llamemos u = (uy,ug,...,u,)", v =

(v1, V2, ooy V), W = (W1, Wo, ..., w,)t, existirdn o/, 3’ € C, tales que se cumpla para

la dltima componente o/u,, + 5'v,, = 0. Llamando = = a/u,, + 3'v,,, tendremos que
v Anr Ty g An1Tn

n—l e W(A, 1),

T*r Ty _1Tp—1

por tanto [Ay, \;] N W (A,_1) # 2.

La segunda parte es inmediata a partir de la primera recordando que W(A,,) y
W (A,,—1) son conjuntos convexos y W (A,_1) C W(A,). En consecuencia 0W (A4,,)
solo puede alcanzarse con puntos de W(A,,_1) que sean de W (4,,_1). O

Ejemplo 5 Consideremos las hipocicloides dadas por las series siguientes, desa-
rrollos en el infinito de la funcién de Riemann ¢(z),

1/4 1/4 1/4
z—l—%, +L3 e
z

) 2’4 )

obviamente con z recorriendo la circunferencia unidad. Estamos presuponiendo
unas distribuciones® sobre las citadas hipocicloides que dan lugar a dichas matri-
ces.

3Estas distribuciones, que no conocemos, y que dan lugar a esas matrices D esencialmente
normales, lo que es sencillo de probar, no son muy diferentes de la medida de equilibrio sobre las
respectivas hipocicloides. Basta verificar el parentesco de estas D’s con las D(ug)’s calculadas
numéricamente para las respectivas medidas de equilibrio. Podemos afirmar que existe una
analogfa con la relacién existente entre las J de los Tchebyschev de segunda y de primera
especie (esta tltima es la medida de equilibrio sobre el segmento).
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Las hipocicloides son:

{

- \\\}

T e : -

/ / .
P I

f TRy

Figura 9. Las curvas soporte de las distribuciones

Las correspondientes matrices D son respectivamente

001/4 0 0
10 0 1/4 0
01 0 0 1/4
00 1 0 0
00 0 1 0

o O O = O

OO = OO

o= O O O

1/4 0 0000 1/4
0 1/4 1000 0
0 0 0100 0
0 0 foo10 o
1 0 0001 0

y los campos de valores (el cdlculo lo hemos hecho para 8 x 8) serén

Figura 10. La envoltura convexa del soporte (no dibujada) contiene a los W (Ds)

Como vemos el campo de valores tiende a coincidir con la envoltura convexa
del soporte, incluso para el caso de una matriz 8 x 8.
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