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1.- Introduccion a Maple: un recorrido por los Menus de Maple

Maple es un programa de célculo simbdlico de matematicas de alto nivel, es decir, puede efectuar calculos con
operaciones en donde aparecen letra. Consta de un entorno que funciona bajo windows y permite realizar calculos
matematicos.

Maple, versién 18 incluye paletas, menus sensitivos al contexto, y nuevas entradas y paquetes respecto a
versiones anteriores

MapleV dispone de una serie de menus parecidos a los que puede tener cualquier aplicacion de windows. Ademas
en las ultimas versiones se incluyen menus laterales que facilitan la entrada de datos

¥ C:\Program Files\Maple 2018\d: er 1] - Maple 2018
Archivo (F) Editar (E) Ver (V) Insertar (y Formato (R} Tabla (A) Dibujo (D)

NoHEZ@E $8E <~

W Favoritos

N A
r=

,_
i

b
Ifi

[ Expresion

P Célculo

[ Simbolos Comunes

"

|

|

|

|

M Variables |
W Matrix | MNew Document

|

|

|

|

|

P Unidades (51)

P Unidades (FPS)
P Trazado

P Griego

| Components Getting Started

Archivo

En este menu encontramos las operaciones tipicas de abrir, cerrar, guardar archivos, etc. La opcién guardar como
nos da la posibilidad de guardar en tres tipos de formato .mw (hoja de trabajo) , .mws (hoja de trabajo clasica) ,
.maple (libro maple)

Otra opcién a destacar es la de exportar nuestro trabajo con formato de pagina web, es decir, de HTML. Ventaja
que permite poner nuestras hojas en internet. Ademas podemos exportar con formato .tex, pdf, etc
Archivo (F) | Editar (E} Ver (V) Insertar () Formato (R) Tabla (A) Dibujo (D) G
Muevo (M) D> % b= a=
Abrir... (0} Ctrl+0 - —

bmw X (8 Sin Titlo
Abrir desde la nube...

latemética [ 2D Mat

Cerrar Documento (C) Ctrl+F4
Cerrar Ventana (W) Ctrl+Mayis+F4
Guardar (5) Ctrl+5S
Guardar Como... () Ctrl+Mayiis+5

Guardar en la nube...
Exportar Comao... (E)
Enviar... (D)

‘Exportar |z Hoja de trabajo a otro formate
Documentos Recientes (M) b

Imprimir... () Ctrl+P
Vista Preliminar... (V)
Configurar Pdgina... (G) Ctrl+Maytis+P

Propiedades del Documento...

Salir (X) Alt+F4
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Editar

Este menu también contiene las operaciones analogas a un programa de windows. Las opciones de copiar, cortar,
pegar, etc. Pero tiene algunas propias de maple que son las de dividir grupos de operaciones o unirlas ejecutar
hojas de trabajo, llamadas worksheet.

. 51 o @ - sener 3 - o DT

Archivo (F) [Emmas B Afor 0 lncartar M_Eormate () Tabie £0) Dibuie (A) Gesfion 00 Hecamientas (T) Ventana (W) Ayuda (H)
Deshacer Ctrl+Z —~ ~
O5E _ lO&C & /] & @
Rehacer Ctrl+Y
Paletas | yg
| ——— Cortar (T, Ctrl+X
W Favoritos 1 | Times New Roman v| | 12 V| Bu
Copiar (C) Ctrl+C
] Expresidn X
Copy Special
| P célado | Pegar (P) Crl+V
I Simbolos ¢ Eliminar Elemento (D) Ctrl+Suprimir
P Variables Remove Section Ctrl+Coma
- Matrix
Seleccionar Seccign (L) Ctrl+ Alt+ Mayis+5
- Unidades X
Seleccionar Todo (A) Ctrl+A
- Unidades
P Trazado Buscar/Reemplazar... (F) Ctrl+F
» Griego Ir al Marcador... (K}
e Propiedades de imagen...
ompanel
Propiedades de los Componentes...
Cadige de Componente
Cambiar a Modo de Texto (M) F5
Math gjecutable Mayis+F5
Separar o Unir ()} Separar Grupo de Ejecucion (5) F3
Bloque de Documento (B) Unir Grupe de Ejecucién (1) Fi4
; Separar Seccion (P) Mayis+F3
Evaluar (L)
L Unir Secciones (0) Mayis+Fd
Evaluar y Mostar en linea (Y) Ctrl+=
Explorar (X]
Ejecutar (E)
Ejecutar Codigo Ctrl+E
Remover Resultade (V)
Perfil de usuaric Miltiple Ctrl+Mayiis+I
Cadige de Arranque Ctrl+ Mayls+E
Proporcionar contrasefia de libro de trabajo
e Configurar / restablecer contrasefia del libro de trabajo - .EdIiBNE FEALEETEY

Ver

Es otro tipico menu de windows. En el podemos ver los caracteres no imprimibles, activar las barras de menus y
otras tablas de ayuda de Maple. Podemos magnificar la hoja de trabajo, y ver los caracteres mas grandes y por
ultimo expandir y contraer todas las secciones que tenemos construidas para ver la estructura de nuestro

documento.

Péagina 4
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En este menu encontramos los siguientes submenus

Archivo (F) [Ed=s B 1me A0 Tormsban M — — — ientas (T) Ventana (W) Ayuda (H)
Deshacer Ctrl+Z ¥
DEE 1O%C @ QAR & @
Rehacer Ctrl+Y
Paletas |
Cotar (T) Ctrl+ X
wrsons B
Copiar (C) Ctrl+C
> Expresidn
Copy Special
EETs Pegar (P) Cirlsv
P Simbolos Eliminar Elemento (D) Ctrlb+Suprimir
B Verizbles Remove Section Ctrl+ Coma
P Matrix
Seleccionar Seccion (L) Ctrl+Alt+ Mayis+5
P Unidades
Seleccionar Todo (A) Ctrl+A
P Unidades
» Trazado Buscar/Reemplazar... (F) Ctrl+F
¥ Griego Ir al Marcador... (K)
Propiedades de imagen...
I Compone
Propiedades de los Componentes...
Cédigo de Componente
Cambiar a Modo de Texto (M) F5
¥ Math gjecutable Mayis+F5
Separar o Unir (J) Separar Grupo de Ejecucién (5) F3
Bloque de Documento (B) Unir Grupeo de Ejecucién (1) F4
B Separar Seccidn (P) Mayis+F3
Evaluar (L)
B Unir Secciones (Q) Mayis+F4
Evaluar y Mostar en linea (Y) Ctrl+=
Explorar (X}
Ejecutar (E)
Ejecutar Cédigo Ctrl+E
Remover Resultado (V)
Peifil de usuario Multiple Ctrl+Mays+]
Cédigo de Arranque Ctrl+Mayis+E
_ Proporcionar contrasefia de libro de trabajo
Olzs Configurar / restablecer contrasefia del libra de trabajo ZELR FEAlETE

E]nse r(I)| Formato (R) Tabla (&) Dibujo (D) Grafico (P) Herramientas (T) Vent

i Texto (X)

Entrada de Maple (M)
b Matemidtica 2-D

£ Etiqueta... (L)

4 Referencia... (R}
Header Footer...
Hipervinculo... (H)
Salto de Pdgina (B)

- Dibujo (D)

4 Imagen

Adjuntar a archive

Grafico (0)

Tabla... (&)

Cedificar Regién Editada (E)

Ejecutar Grupo (G)
Parrafo (F)

Seccién (5)

Ctrl+T
Ctrl+M
Ctrl+R
Ctrl+L

Ctrl+Intro

Ctrl+Punto

b5

mi oo

) X

v| | Times New Roma

Desde archivo (F)

Desde adjunto
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Formato

Formato (R)| Tabla (A4) Dibujo (D) Grafico (P) Herramientas (T) Ventana (W) A

Caracteres (C)

Parrafo (p)

Formato Mumérico... (U}
Formato de Unidades...

Estilos... (5)

Administrar Conjuntos de Estilos... (M)

Annotations
Marcadores...(K)
Subtitulos (T)
Cambiar Etiqueta (L)
Hyperlinks

Tarea de Autor (T)

Convertir A (V)
Autoejecutar (A)

Herramientas

Vv Alinearala Izquierda (L)

e
1 (M &2

Centrar ()
Alinear a la Derecha (R)

Atributos... (A)

@

)

Maple incluye diversos tutoriales para el manejo del programa, que permiten desarrollar los temas habituales de las
matematicas. En este punto hay que recordar que este manual persigue la ayuda de los problemas que
habitualmente aparecen en los primeros curso de Grado, dejando temas mas especializados para estas ayudas.

Ventana (W) Ayuda (H)

Asistentes (A)

Aplicaciones de Matematicas (M)
Tutoriales (T)

Tareas (K}

MapleCloud
Cargar Paquete
Descargar Paquete

Corrector Ortografico... (5)
Completar Comando ()
Base de Datos de Ayuda (H)

Opciones... (0)

Comprobar Actualizacienes...(U)

F7
Ctrl+Espacio

Céleulo - Multi-Variable (M)
Céleulo - En Una Variable (C)
Variable Compleja (X)
Ecuaciones Diferenciales (D)
Algebra Lineal (L)

Analisis Numérico (M)
Precélculo (P)

Estadisticas (5)

Céleulo Vectorial (V)

»—
3

3
»
3
3
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Ventana y Ayuda
Estos menus permiten navegar por las distintas ventanas que tengamos activas y obtener ayuda on line.

Ademas dispone de un menu que aparece a la derecha llamado Pin open context panel que aparece al pasar el

cursor por el icono situado arriba a la derecha . Al hacer clic sobre él, se queda fijo este menu.

Linea de estado, barra de herramientas y de contexto

® 5 ener 3 e T N |
Archivo (F) Editar () Ver (V) Insertar () Formato (R) Tablz (4) Dibujo (D) Grafico (P) Herramientas (T) Ventana (W) Ayuda (H)

DEMEE XAE «» BTYT == ¢8> N IOKC & QAQAQ & O [sws Ates o
Paletas | Wworkbook|

| w Favaritos

8§ Start.mw X | |8 Sin Titulo (2) X |
Texto [Matematica] | 2D Math ~| [ Times New Roman___+ BIlU BEI== Lg ==
X1 -

h AV N

| P Expresidn

| calauio

|

\

\

| [ Simbalos Comunes ‘
| P varizbles |
| P Matrix ‘
\

\

\

\

\

| P ridades (s

| P nidades FPs)
| » Trazaco

| P Griego

| I Components

- q L3
® Listo [¥] Editable  Perfil de Maple Predeterminado  C:\Program FilesMaple 2018 Memoria: 4.18M Tiempo: 0,155 Zoom: 100% Mode Matematico
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2.- Introduccidon: Regiones de la hoja de trabajo

Las regiones que podemos encontrar en maple

1°.- Regiones de texto: Son zonas para hacer comentarios como estos.

2°.- Regiones de entrada: Son zonas que comienzan por el simbolo > y es donde ponemos las ordenes de los
calculos que queremos realizar. Deben de acabar en punto y con (;) para que maple efectue la operacién. También
puede acabar en dos puntos. En este caso Maple efectua la operacion pero no la muestra.

3°.- Regiones de Salida: Son zonas donde Maple pone los resultados.

4°.- Regiones de Graficas: Zonas donde aparecen los graficos que nos devuelve Maple

Las operaciones comunes que podemos hacer con son
+ - ] ~Nosqrt 1
Las constantes habituales en Maple son
e=exp(1) e (base de los logaritmos neperianos) Pi [7]

Tipos de numeros
>3-8/7;

Si queremos ver su expresion decimal:
>3.-8/7;
1.857142857

Podemos fijar el nUmero de decimales mostrados y redondeados en el menu Herramientas->Opciones
>3.-8/7;
1.8571428571428571429

O convertir un decimal en fraccion
> convert (%, fraction) ;

El simbolo % le indica a Maple que la expresion que deseamos convertir en fraccion es justo la que acabamos de
poner, en este caso la de mas arriba. Podemos efectuar varias operaciones simultaneamente separadas por una
coma y Maple la efectuara y las mostrara separadas por una coma.

>2~(-3) ,exp(l) ,4/3*Pi*2;

Podemos obtener la expresiéon decimal con 5 digitos:
>evalf (%,5);
12500, 2.7183, 13.159

La expresion de pi con mucho decimales:
>evalf (Pi,250) ;

Péagina 8
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3.1415926535897932384626433832795028841971693993751058209749445923078 )
640628620899862803482534211706798214808651328230664709384460955058
223172535940812848111745028410270193852110555964462294895493038196
4428810975665933446128475648233786783165271201909

O la expresion de factoriales que nunca nos cabian en la calculadora (una calculadora normal da hasta 70!)
> factorial (100) ;
933262154439441526816992388562667004907159682643816214685929638952175

999932299156089414639761565182862536979208272237582511852109168640
00000000000000000000000

Ejercicios
1°.- Calcular
1 4
1 2 37 40 400 11 x_ e
a) §+§; b) PR c) 27; d) 277; e) ;+;; fy e —m
1379

2°.- Usando el comando evalf calcula las expresiones anteriores con 5 digitos
3°.- Encontrar con 10 digitos las siguientes raices
2 1 2
5) (5) 5)

a) 87, b) (4 "; ¢S5, d) (-9

5)

Funciones elementales

Las funciones elementales son las siguientes

sin(); cos(); tan(); csc(); sec(); cot()

arcsin(); arccos(); arctan(); arccsc(); arcsec(); arccot()

exp();In();a”();loglal()

sqrt(); abs();

>sin(Pi/2) ,arctan(l) ,cos(-Pi/2) ,arcsin(1/2);
1 1

1,*7‘[, O’ETC
> (1+sqrt(2)) /sqrt(2) ;
>evalf (%,5);
S (1+42)2
1.7071
>1log[2] (8) /1log[2] (4);
>evalf (%,3);
In(8)
In(4)
1.50

Pdgina 9
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Ejercicios
1°.- Calcular
1-¢€"

(=)
l+e

3 2 . 2. 1-4/5
a) ﬁ—ﬁ, b) (sin(x) +cos(x))™; c¢) l+ﬁ

2°.- Usando el comando de factorial calcular: 5!; 10!; 1000!

; d)

Péagina 10
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3.- Operaciones basicas

Manipulacion con expresiones simbdlicas

Vamos a ver las primeras operaciones basicas que se pueden realizar con Maple.
Las operaciones de expandir una expresion polinédmica o de cualquier tipo o viceversa, factorizar dicha una
expresion se realizan mediante

expand(expresion)....expande o desarrolla la expresion entre paréntesis
factor(expresion).... factoriza la expresion entre paréntesis
sort(expresion,lista)  ordena la expresion entre paréntesis seglin una lista de variables dada

Asi por ejemplo podemos hacer
>expand ((2-x)*3) ;
8§—12x+6x*—x°

>sort(%,x);
P +6x*-12x+8

> factor (%) ;

~(x-2)’
>expand ( (x+1) * (x+2)) ;
¥ +3x+2
> expand (exp (a+1ln(b))) ;
e’bh

> expand (cos (x+y) ) ;
cos(x) cos(y) —sin(x) sin(y)

Maple tiene reglas de simplificacion de varios tipos de expresiones y formas, incluyendo funciones trigonométricas,
radicales, logaritmicas potencias. Por otro lado podemos convertir y descomponer una fraccion en varias
fracciones. La sintaxis es

simplify(expresion)......simplifica la expresion entre paréntesis

convert(expresion, forma, variable) convierte la expresion dada en una determina forma segun la
variable deseada.

>simplify((a+b)*2-(a-b)*2);

4ab
>simplify (cos(x)*2-sin (x)*2);
2 cos(x)*—1
>simplify ((1+x~3)/(1+x));
xr—x+1

> (x°2+4x+1) / (x72* (x°2+41) * (x-1)) ;
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Hx+1
(2 +1)(x=1)

>convert (%,parfrac,x) ;
>

Ejercicios
1°.- Simplifica las siguiente expresiones
a) cos(x)’ +sin(x)* + 2 cos(x)* — 2 sin(x)? — cos(2 x)

b) sin(x)* — 2 sin(x)? cos(x)* + cos(x)°

c) In(8)-In(2)+In(16);
2°.- Factoriza las expresiones:
a)x3—6x2y+ 12xy*—8)°

2
b) 1 _6y 12y

X2 x

8y3

Asignacioén de variables

Juan Avila Tejera

Podemos asignar variables o valores constantes a expresiones concretas. Se puede en un momento dado borrar
todos los valores de las variables y podemos sustituir en una expresién una variable por un valor determinado. Asi

tenemos:
variable:= expresion.......asigna el valor de expresion a la variable
restart.......................... borra todas las variable

subs(variable=valor,expresion)......sustituye el valor de la variable en la expresion dada

>Area circulo:=Pi*r"2;
Area_circulo =1 1r*

>r:=3;
r=3
>Area_ circulo;
On
>evalf (%) ;
28.274333882308139146
>s:=t+u;
S=t+u
>z:=r*s;
z=3t+3u

>print(z) ;
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3t+3u

Borramos de esta manera una sola asignacion. Observa que
>print(z);
z

Y si queremos borrar todas las asignaciones hechas hacemos
>restart;
>print(z) ;

z
Mas ejemplos
>y:=(1+x"3) / (1+x) ;
o 1+x°
Y X
>simplify(y) ;
x-x+1
>x:=2;
x=2
>y;
3
>x:=a+l;
x=a+1
>y;
l+(a+1)
2+a
>simplify (%) ;
a?+a+1
>x:="x"';
X=X
> subs (x=4,y) ;
13

>print (XIY) ’
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1 : 1
Vamos a ver cuanto vale 4° + — sabiendo que (fl + *) =3
a

>exprl:=(a+l/a)*2;
1
] := —_—
expr [a+aj

>expand (%) ;

1
a+2+—
a

Por lo tanto a2+i2 =1 . Asi queda:
a

>expr2:=a~3+1/a”3;
1

expr2 =a’ +—
I

> factor (exprl) ,factor (expr2) ;

(a2+1)2 (a*+1)(a*—a*+1)

a a’

1 aA+1)(a*-ad*+1 1

Luego expr2 :=a3+f3: ( )( 3 ) = ﬁ ( (12—1+—2 ) =0 puesto que,

a a a

(a+1)
+

a2+2+i2 =3; a2+i2 =1 es decir, a72 =3

a a a

Ejercicios

. +Xx 1+x »
1°.- En la expresion -1 reemplazamos ambas x por T-1 La expresion resultante calculada para x=1/2

2°.- Hallar el mayor nimero natural n para el que la expresion (7 +1) (n*+2n)+3n>+171 s divisible por
2
n-+2

30 m 4 r_9 " | valor d 3mr—-nt 5 R 8
-Si —-=3 Yy ;=4 (cudleselvalorde  -——— — * . 17
1)

e
4°.- Simplificar la expresion 1 +T

X
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4.- Resolviendo ecuaciones

Conjuntos y listas

Un conjunto de objetos a,b,c, ... se escriben en Maple {a,b,c,...}. Si los escribimos entre corchetes entonces los
consideramos como lista, es decir, [a,b,c,...]. Una lista es un conjunto ordenado de objetos.

>conjl:={exp(-2), log(l),sqrt(2)};
conjl = {0, e(_z), ﬁ}

>listal:=[exp(-2), log(l),sqgrt(2)];
listal =[e' 0,2 ]

>evalf (listal);
[.1353352832, 0., 1.414213562]

Los elementos de las distintas listas y conjuntos se pueden obtener de la forma:
>conjl[2],1listal[l];

(-2)  (-2)
e ,e

Para aplicar una funcién a una lista o conjunto de valores, Maple emplea el comando
map(fun., lista) ... evaluacion de una funcion fun sobre una lista lista en una lista
>map (log, [x,exp (1) ,1/exp(1)]);

[In(x), 1, -1]

Resolviendo ecuaciones
Para resolver ecuaciones Maple utiliza el comando:
solve(ecual=0, var) ...... resuelve la ecuacion ecual en la variable var.

fsolve(ecual=0,var,int1,tiposol)....aproxima las soluciones de la ecuacién ecual en el intervalo intl y calcula
el tipo de solucién indicado.
isolve(ecual,incogl) ....... sirve para calcular las soluciones enteras de la ecuacién

>solve (x*2+4=0,x) ;

21,-21
>solve (x*3-2*x*2-5*x+6=0,x) ;

1,-2,3
Podemos resolverlo de la siguiente forma:
>ecual :=x*3-2*x*2-5%x+6:
soll:={solve (ecual, x)}:
soll[1l];s0ll[2];s011[3];

-2
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Es posible resolver ecuaciones con coeficientes literales como:
>ecua2:=a*x"2+b*x+c;

ecua? =ax*+bx+c

>so0l2:={solve(ecua2,x)};

1 b+ > —4ac 1 -b—sJb*—4ac
sol2 = {5

a 2 a

}

Comprobamos las propiedades de la ecuacién de segundo grado:
>expand (sol2[1] *sol2[2]) ;

>expand (sol2[1]+s012[2]);

Puede ocurrir que Maple no encuentre raiz de una determinada ecuacién. En este caso, podemos decir que nos
aproxime la raiz en un determinado intervalo.
>solve (tan(x)-x=0, x);

RootOf(tan( Z2)— Z)

Nos deja indicada la raiz y con ella podriamos trabajar. Si queremos aproximarla, utilizariamos
> fsolve( tan(x)=x, x,Pi/2..2*Pi );
4.493409458

>poly := 23*x*5 + 105*x*4 - 10*x*2 + 17*x:
fsolve( poly, x, -1..1 );
-.6371813185, 0.

Podemos indicarle el nimero maximo de soluciones
> fsolve( poly, x, maxsols=3 );
-4.536168981, -.6371813185, 0.

Indicarle el intervalo donde se encuentra la solucion
>q := 3*x*4 - 16*x"3 - 3*x*2 + 13*x + 16:
fsolve(q, x, 1..2);

1.324717957

>fsolve(q, x, 2..5):
fsolve(q, x, 4..8);
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5.333333333

O indicarle el tipo de solucidn que queremos que nos muestre (soluciones complejas)
>fsolve(q, x, complex);
-.6623589786 — .5622795121 I, -.6623589786 + .5622795121 I, 1.324717957,

5.333333333

Ejercicios
1.- Resolver la ecuacion *’ +4x*=6 Aproximar las soluciones utilizando el comando fsolve
Utilizando solve e introduciendo los coeficiente en forma decimal (poniendo 4. en lugar de 4) ;qué sucede?
2.- Hallar las soluciones de la ecuacion
XA+ —4x+2=0
¢, Cuantas soluciones de esta ecuacion son reales? (Se puede utilizar fsolve(x*5+x"3-4*x+2=0,x,real);)
Resolver las ecuaciones
3.- Resolver las ecuaciones:

a) 3.1"=14.2
b) \x\:x
c) [2x-3|=4

d) |[x—1|+|x+2|=6
4.- Resolver las ecuaciones:

a) y2x—-3-4x+3=1

b) f— Jx=3=1
5.- Hallar todas las soluciones de la ecuacion  ;Cuantas son reales? Utilizando el comando f(solve(ecua1,
incog1,maxsols=n) obtener al menos n soluciones reales de la ecuacion.
6.- El comando isolve(ecual,incogl) sirve para calcular las soluciones enteras de la ecuacion. Hallar las
soluciones enteras de la ecuacion ~ ** +2x* —x’ —4x-8=0
7.- Resolver las inecuaciones

a) X —4x-6<0

b) 0<x’+1

Sistemas de ecuaciones

Podemos resolver ecuaciones con el comando
solve({ecual,ecua?},.. {var1, var2,...}) ..... resuelve las
>ecual :=x+y+2*z=2;
ecua2:=-x+3*y+z=3;

ecual3:=y+3*z=5;

solve ({ecual,ecua2,ecua3d}, {x,y,z});

3
ecual :=x+1+x +2z=2
1+

3
ecua2:=—x+3(1+x) =3
1 +x
1 +x°
ecua3 = al +3z=5
1+
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Podemos resolver sistemas indeterminados:

> ecual :=x+y+2*z=2;
ecua2:=-x+3*y+z=3;
ecua3:=4*y+3*z=5;

solve ({ecual,ecua2,ecua3d}, {x,y,z});

1+x°
ecual = x+ +2z=2
1+
3(1+x°
ecua? = —x + (1+x7) =3
1+x
1+x°
ecua3 = al +3z=5
1 +x
5 3
L+ 14’ 4lexd 5 4+3(1+x)
T+x  l+x°° 3 1+x 3% 737 T+x
O resolver sistemas incompatibles:
>ecual :=x+y+2*z=2;
ecua2:=-x+3*y+z=3;
ecua3:=4*y+3*z=0;
solve ({ecual, ecua2,ecua3d},{x,y,z});
1+x°
ecual =x+ al +2z=2
1+
3(1+x°
ecual = —x+ (1+x7) =3
1+x
1+x°
ecua3 =4 al +32z=0
1+x

cuando no aparece solucidn es que el sistema no tiene ninguna solucién.
Podemos resolver sistemas no lineales como:
>ecual:=x"2-y*2=21;

ecua?:=x*y=-10;

solve ({ecual,ecua2?}, {x,y})
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2
» (X)) o

ecual = x"—
(1+x)?
x(1+x%)
ecua? = =-10
1+x
>allvalues (%[3]) ;
{y=5Lx=21},{y=-5Lx=-21}
Ejercicios
1.- Resolver el sistema
x+3y-4z=7;
5x-y-57=12;
xt+y+z=14;
2.- Resolver el sistema de ecuaciones lineales en general,
ax+by=c;
dx+ey=f;
3.- Hallar los puntos de interseccion de la elipse  4x>+93°=25 con la hipérbola x> —»*=-1 . ;Cuantos

puntos hay? Aplicar fsolve al sistema del apartado anterior, pero introduciendo los coeficientes decimales.

¢, Cuantas soluciones aproximadas obtenemos ahora? Observar el siguiente dibujo
>

plot([sgrt (x*2+1) ,-sqrt(x*2+1) ,sqrt(1l/9* (25-4*x"2)) ,-sqrt(1/9* (25-4*x"2
))],x=-5..5);

4.- El comando isolve(ecual,incogl) sirve para calcular las soluciones enteras de la ecuacion. Hallar las
soluciones enteras de los sistemas de ecuaciones

a) X +3)° =4
2x-y=1
b) xX+y+z=6
2x—-y+3z=1
. L 2x Ty
5.- Resolver la inecuacion 3 +T <x
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Problemas

PROBLEMA 1
Estudiar la ecuacion ¥ —2(m+1)x+2m+10=0

a) Para qué valores de m tiene solucion real

b) Para qué valores de m tiene soluciones iguales.

c) Estudiar el signo de sus raices
Definimos la ecuaciéon como
>ecul :=x*2-2* (m+1) *x+2*m+10=0;

ecul =x*~2(m+1)x+2m+10=0

>soll:={solve(ecul,x)};

soll ={m+1+ym* =9, m+1—-,m* -9}

>xl=so0ll[1l];
x2=s0ll[2];

xl=m+1+m*>-9

X2=m+1-Jm*-9

>x2=s0ll1[2];

X2=m+1—m>=9

Observamos que habra soluciones reales cuando 0 < m -9 es decir,
>solve (m*2-9>=0,m) ;
RealRange (—o, -3), RealRange (3, )

Y los valores de m para los que las raices seran iguales seran m=3 y m=-3 en cuyo caso las soluciones
> subs (m=3,s0ll) ;
subs (m=-3,s01ll) ;

{4}
(-2}

Para estudiar el signo de las raices hay que estudiar el signo de c/a ya que c/a=x1*x2. Asi:
>solve (2*m+10,m) ;
-5

Por tanto las raices seran del mismo signo entre -5<m<=3 y 3<m y de distinto signo si m<-5
PROBLEMA 2

. . (3x C(1x C(1x
Demostrar la igualdad S"{TJ - S“{T] =2 cos(x) sm(Tj

>exprl:=sin(3*x/2)-sin(x/2);
expr2:=2*cos (x) *sin (x/2) ;
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G
expri = Sin zx S| 2x

1
expr2 =2 cos(x) sin(2 x)

>simplify(sin(3*x/2)-sin(x/2)-2*cos (x) *sin(1/2*x)) ;
0

También se puede hacer

> convert (2*cos (x) *sin(1/2*x) ,sincos) ;
convert (2*cos (x) *sin(1/2*x) ,sincos) ;
>

2 cos(x) sm(; xj

s

M| —

2 cos(x) sin(

PROBLEMA 3
Hallar tan(x) sabiendo que 2 cos(x) cos(—b +x) = cos(b)

> expand (2*cos (x) *cos (b-x) —cos (b)) ;
2 cos(b) cos(x)? +2 cos(x) sin(b) sin(x) — cos(b)

>

PROBLEMA 4

Encontrar un nimero de dos cifras, sabiendo que la cifra de las unidades excede a la de las decenas en 2 y que el
producto del numero por las suma de sus digitos es 144

PROBLEMA 5
Encontrar las soluciones de la ecuacion  log,( 9"y 7)=2+ logz(S(FI) +1)

>solve((log[2] (9* (x-1)+7)=2+1log[2] (3~ (x-1)+1) ,x));

(ln(9)_Z]
RootOi{ 2eZ—e "V 27}

In(3)

>evalf (%) ;
1.999999999
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PROBLEMA 6
Hallar las soluciones del sistema de ecuaciones

> log,(x+y)—logy(x—y)=1
X —y*=2

>log[2] (x+y) -1log[3] (x-y)=1;

x"2-y*2=2;
3 3
1nx+1+x lnx—1+x
l+x I +x _q

In(2) B In(3)

2
3
(1+x)2

>solve ({log[2] (x+y) -log[3] (x-y)=1,x*2-y*2=2},{x,y});

PROBLEMA 7

. x X—hx+1
Resolver la inecuacion -3 <——<

3

X +x+1

>ecul:=(x*2-h*x+1) ;
ecu2:=(x"2+x+1) ;
ecul =x*—hx+1

ecul =x’+x+1

> solve (ecu2,x) ;
1 1 1

1
—ata 3353

>simplify (ecul/ecu2-3);
simplify (ecul/ecu2+3) ;

>
232 +hx+2+3x

x+1

_ Ax’+hx-4-3x

¥ +x+1
>solve (2*x*2+h*x+2+3*x,Xx) ;
solve (4*x*2-h*x+4+3*x ,x) ;
S Y e, Y e
4 4 4 >4 4 4

Juan Avila Tejera
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Ly 3.0 L3 1 e
gh—gtgl’—6h=55gh-g—g/’~6h-55

>solve (h*2+6*h-7,h) ;
solve (h*2-6*h-55,h) ;

Juan Avila Tejera
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5.- Funciones

Funciones y operaciones

Hay nuchas funciones definidas en Maple pero nosotros podemos definir las nuestra propias. Para obtener una

relacion de las funciones definidas en Maple:
>?inifcns;

Para definir funciones utilizamos dos formas: nombre:=varl->operacion
>f :=x->x*1n(x);

f=x—>xIn(x)
Y obtener valores de ella
>£(2);£(3);,£(1);
21n(2)
31In(3)
0

>evalf (£(4)) ;
5.545177444

Podemos definir las funciones como: nombre:=unapply(operacion, var)
>g:=unapply (x"2-x,x) ;
g=x—>x"—x

La composion se hace mediante
> (£Qg) (x) ;
(gQf) (x) ;
(x* —x) In(x* = x)

x* In(x)? — x In(x)

Y las composiciones repetidas
> (gRe3) (x);

2
((x2—x)2—x2+x) —(x2—x)2+x2—x

Las funciones definidas a trozos se definen mediante
>h:=x->piecewise (x<0,1-x,x<2,x*2-4,2+sin(x)) ;
h=x — picewise(x <0, 1 —x, x <2, x> —4, 2 + sin(x))

> (h@g) (x);
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2
picewised x> —x <0, 1 —x* +x, x> —x <2, (x’—x) —4,2 +sin(x*—x))

Para calcular la inversa la podemos hacer como
>fi=x->x/(1-x%) ;

f=x—> =~

> inversa:=unapply (subs (y=x,solve (y=£f (x) ,x)) ,x);

nversa:=x —
x+1

Graficas de funciones
El comando utilizado para dibujar graficas en dos dimensiones es

plot([f,g...],x=a..b,y=c..d]) ........ dibuja la gréafica de la curva f, g, entre los valores x=a y x=b

>plot([sin(x) ,cos(x)],x=0..Pi);

plot([x/ (x*2+1) ,x/ (x*2-1)], x=-infinity..infinity,y=-3..3);

1

ool,-_vq
NERE
m|;.
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> f:=x->x"2;
£(2);
plot(£f(x) ,x=0..2);
=x—x
4

4.

3_

2

1_

0 T

0 05 1 15 2

Las funciones definidas a trozos se dibujan asi
>h:=x->piecewise (x<0,1-x,x<2,x*2-4,2+3*sin(x)) ;

h = x — piecewise(x <0, 1 —x, x <2, x> — 4, 2 + 3 sin(x))

>h(2);
2+3sin(2)
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>plot(h(x) ,x=-2..8,y=-6..6,discont=true) ;

1
%]
[=]
[
(
o
-5

_6.
Una funcion definida a trozos curiosa que sirve de ejemplo es la funcién signo de un nimero:

>h:=x->piecewise (x<0,-1,x=0,0,1);
h :=x — piecewise(x <0, -1,x=0,0, 1)

>h(2);

>plot(h(x) ,x=-3..3,y=-2..2,discont=true) ;

2

_2 -
Otra funcién de este tipo es la parte entera de un nimero
> f:=x->floor (x) ;
plot(f(x) ,x=-3..3,y=-2..2,discont=true) ;
f = floor
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>g:=x-f(x);

plot(g(x) ,x=-3..3,y=-1..2,discont=true) ;
g = x —floor(x)

v

%]
3

>h:=x->abs (g(x)-1/2) ;

plot (h(x) ,x=-3..3,y=-1..2,discont=true) ;

h=x—

[

Juan Avila Tejera
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>j:=x->abs (abs (abs(g(x)-1/2)-1/4)-1/8)-1/16;
plot(j(x) ,x=-3..3,y=-1..2,discont=true) ;
3]~ 5| 1
8751747

J=x—

b
]
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Ejercicios

1.- Dibujar las graficas de las funciones
a) y =x°—47x" +30x* — 5007
b) y=x"e
a) y=xsin(x)

2.- Dibujar simultaneamente las graficas de las funciones en el intervalo [-4,4]
2

X -3x+2 . X +x+3 Tx+3x—5
3.- Dibujar simultaneamente las graficas de las funciones en el intervalo [-5,5]
2x* +5x =2
¥ +3x +4

4.- Dibujar las graficas de las funciones X~y sin(x) e investigar cuantas soluciones reales tiene la ecuacion
enelintervalo [0,1]  * =sin(x)

(1
5.- Investiga la grafica de la funcion x> Sm(;j en diferentes intervalos desde [-10,10] hasta el [-0'01,0'01]. Hacer

lo mismo con la funcién sin(1/x)
6.- Calcular lainversade y=x’—1 y dibujar ambas en el intervalo x=-4..4;y=-4..4. ; Tiene algun tipo de simetria?
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6.- Representacion Grafica

Representacion grafica de funciones con otras definiciones

Se puede representar funciones dadas en otras formas distintas a la explicita. Para ello es conveniente cargar el
paquete de Maple

>with (plots):

>curval:=plot (x*3,x=-4..4,y=-6..6,color=red) :
curva2:=plot(x*4,x=-4..4,color=blue):
curva3:=plot (x*5,x=-4. .4 ,color=green) :

display (curval, curva2,curva3, title="Funciones potenciales")

Funciones potenciaes

ﬂ-
._1__
v
74
-4 -3 -2 - ] 1 2 3 4
1 X
_2-
_-_1,-
_6-

Curvas dadas en forma implicita
Para dibujar curvas en forma explicita hay que utilizar el comando

impicitplot(curva,x=a..b,opciones).............. Dibuja la curva dada en forma implicita
Podemos dibujar la circunferencia X H(y-2)=4;
>

implicitplot (x*2+(y-2)*2=4,x=-5..5,y=-5..5,color=red, title="Circunferen
cia");
X+ (y-2) =4
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Circunferancia
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. _ , X (y-1y
Podemos dibujar la elipse cualquier otra conica 25t 4 T 1

>
implicitplot(x*2/25+(y-1)*2/4=1,x=-5..5,y=-5..5,color=green, title="Elip
se");

Elipze
3-

Curvas dadas en forma paramétrica

Una curva paramétrica esta definida por el conjunto de puntos (x=x(t),y=y(t)) donde t varia en el intervalo [a,b]. La
orden para dibujar curvas en forma paramétrica en Maple es

plot([x(t),y(t)],t=a..b,opciones)......... dibuja la curva dada en forma paramétrica en el intervalo [a,b]

La circunferencia dada en forma paramétrica es
>plot([1+3*cos(t) ,2+3*sin(t) ,t=0..2*Pi],scaling=constrained) ;
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La elipse en forma paramétrica es
>plot([4*cos(t) ,2+43*sin(t) ,t=0..2*Pi],scaling=constrained) ;

i 27 4
Curvas dadas en forma polar
El comando para dibujar curvas en forma polar es
polarplot(curva, 6 =a..b) ............ dibuja la curva en forma polar para valores del angulo entre ay b

>polarplot(3* (1+sin(theta)) ,h theta=0..2*Pi,scaling=constrained) ;

T
2
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También se puede utilizar el formato siguiente
>plot(3*(1+sin(theta) ), theta=0..2*Pi,scaling=constrained, coords=polar) ;

Dibujar simultaneamente curvas definidas en distintas formas.

Podemos dibujar curvas definidas en distintos modos

>curval:= implicitplot(x*2-(y-2)72=4,x=-5..5,y=-5..5,color=red):
curva2:=plot([1+3*cos(t) ,2+3*sin(t),t=0..2*Pi] , color=blue) :
curva3:=polarplot((theta) ,theta=0..2*Pi,color=green) :

display (curval, curva2,curva3, scaling=constrained) ;

m
2

>curval:= implicitplot((y+2)*2-x=4,x=-5..5,y=-5..5,color=red) :
curva2:=plot (x-x*3,x=-6..6,y=-6..6,color=blue) :
curva3:=polarplot(3*cos (2*theta) ,theta=0..2*Pi,color=green) :
display (curval, curva2,curva3, scaling=constrained) ;
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Otra de las caracteristicas de Maple es que permite dibujar una familia de curvas y ver el movimiento que va
transformando un en otras. Esto se consiguen con el comando

animate(familia_curvas,x=a..b,t=c..d, numpoints=numl,frames=num?2) ......... dibuja la familia de curvas
en el intervalo de x entre a 'y b para las curvas de esa familia entre c y d y el numero de cuadros que transforma
una en otra es el de num2. Pinchando sobre la grafica aparece la barra del display.

>animate( sin(x*t) ,x=-10..10,t=1. .2, frames=50):

>

animate ([sin (x*t) ,x,x=-4..4],t=1..4,coords=polar,numpoints=100, frames=1
00, color=green) :

>animate ([sin(x*t) ,x,x=-4..4],t=1. .4 ,numpoints=100, frames=100) :
>animate (sin (5*x*t) ,x=-3..3,t=0..1,view=0..1):

>animate( [u*sin(t) ,u*cos(t),t=-Pi..Pi],u=1..8,view=[-8..8,-8..8]):
>animate( [u*t,t,t=1..8*Pi],

u=1l. .4 ,coords=polar, frames=60,numpoints=100) :

>animate( {x-x*3/u,sin(u*x)}, x=0..Pi/2,u=1..16 ):

>animate (binomial,1..4,1..10):

>animate( {x-x73/u,sin(u*x)}, x=0..Pi/2,u=1..16 ,color= blue):

Ejercicios
1.- Las gréficas de las funciones de la forma p=asin(nt) , p=acos(nt) donde aes un nlimero entero
mayor que 1, se llaman curvas de trébol. Dibujar simultaneamente las graficas de
a) 4sin(5¢)
b) 3sin(3¢)
a) 4+4sin(6¢)
d) 6sin(¢)
2.- Dibujar simultaneamente las graficas de las funcion es
a) r=4sin(t)
b) r=4cos(2t)
Hallar las coordenadas de los puntos comunes
3.- Dibujar las graficas de las funciones ~ x =cos()*;y =2 sin(7)
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4.- Dibujar las graficas de las funciones x=———

Problemas.

PROBLEMA 1
Determinar a y b de la funcion  f(x)=log (x+ 5) para que pase por los puntos (0,0) y (-3/4,-1)

PROBLEMA 2

-2
Dibujar la grafica de la funcion  g(x) =xi1—l . Hallar los valores de x para los que f(x)<0
PROBLEMA 3
Dibujar la grafica de las funciones definidas a trozos
— 1 1.3
f.—x—)(x<0, x,x<4,2x 2)
o ) Y
g :=x —> piecewise| x <-1,x7, x <2, 2x, 5
Encontrar los puntos de interseccién y la composicion.
PROBLEMA 4

Dibujar la grafica de la curva  f(x) =—x*+12x+c¢ para distintos valores de c.
a) Calcular el valor de ¢ para que la curva corte en dos puntos al eje X
b) Calcular el valor de c para que la curva corte en un punto al eje X
c) Calcular el valor de ¢ para que la curva no corte al eje X.

PROBLEMA 5

Dada la funcién f(x) =x’+ax*+bx+c  Halar
a) Los valores de a, b, c para la curva pase por los puntos (-1,8),(2,-4),(4,18)
b) Hallar las coordenadas de los puntos de corte con los ejes.

Péagina 36



Manual de Maple ver.18 Juan Avila Tejera

7.- Limite de funciones

Sucesiones
Podemos generar sucesiones de numeros con la orden
seq(formula,n=a..b) .......... genera una sucesion entre los valores dados

A su vez, podemos encuadrar esta sucesion dentro de una lista
>seq(n*2,n=1..5);
1,4,9, 16, 25

>1listal:=[seqg(log(n!),n=1..5)];
evalf (listal) ;
listal .=[0,In(2),In(6), In(24), In(120)]

[0.,.6931471806, 1.791759469, 3.178053830, 4.787491743 ]

Ejercicios
(.017¢)
1.- La poblacion mundial viene dada aproximadamente por la ecuacion P(7)=5e donde p(t) es la poblacion

medida en miles de millones de personas y t es el tiempo en afios desde 1986. Construir una lista con la poblacién
mundial desde 1936 hasta 2036 cada 10 afios

Limites de funciones. Caculo

Maple permite el calculo del limite de sucesiones y de funciones. Para generalizar veremos directamente el calculo
de limite de funciones. El comando que realiza esta operacion es

limit(func,x=numl) .......... calcula el limite de f(x) en el punto x=num1

>restart;

Vamos a calcular el limite de la funcion  f(x) = xz_ L enel punto x=1
X —
>f:=x->(x-1)/(x*2-1) ;
x—1
f=x—>—
x =1

Observar que si hacemos f(1) no esta definido
>£(1);

Error, (in f) division by =zero

Sin embargo
>1limit (£(x) ,x=1);

Para limites en el infinito o limites de sucesiones se puede elegir el simbolo de © en Paletas->Simbolos
comunes o bien escribir directamente infinity
>1limit ((x*2+1)/(1-3*x*2) ,x=infinity);

-1

3
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>1limit (sqrt(x*2-1)/x,x=-infinity) ;

Ejercicios
1.- Calcular los limites
Jl—x—1
a) lim yilz-x-1
x—0 X
b) 1im w
x—0 X
. e
C) lim xsm{f]
x—0 X
1 _
d) lim .
x>1 11— »v/x

e) lim x—./x*+2x

X —> 0
3 A
. XS+ 2x
f) lim %
X > o X
. tan(x
g) lim #
x—0 X

h) lim xsec(x)
x—>0

i) lim xIn(x)
x—>0

j) lim X'
x—>0

k) lim x+wfx2+2x
x = (—0)

37 -3
2.- Dada la funcién  f(x) =
3*+3

calcular
(=)

-1

a) Calcular el limite cuando x tiende a infinito
b) Calcular el limite cuando x tiende a menos infinito
c) Comprobar si realmente son los limites correcto

3.- Calcular los siguientes limites

1
a) lim x’ sin(—j
x—0 X
. (1
b) 1lim sm(—)
x =0 X

Dibujar ambas funciones y explicar el resultado.

4.- Calcular los siguientes limites

X

a) lim (1+sin(x)j

X > X
X
(50

b) lim (1 +sin(x)j

] X

Limites laterales

Dada la funcion
>f:=x->1/(x-1) ;

>limit(£(x) ,x=1) ;

1
x—1

f=x—>

undefined

Juan Avila Tejera
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Sin embargo podemos calcular los limites laterales con lo que podemos conocer el comportamiento de la funcion a

ambos lados del punto x=1
>plot(£f(x) ,x=0..2,y=-5..5,discont=true) ;

4
¥

04 08x12 16 2

4]

Asi tenemos que el comando que calcula los limites laterales es

limit(func,x=numl,left) .......... calula el limite de f(x) en el punto x=num1 por la izquierda
limit(func,x=numl,rigth) .......... calula el limite de f(x) en el punto x=num1 por la derecha
>1limit (£ (x),x=1,1left);

—00
>1imit (£ (x) ,x=1,right) ;

0

Puede ser util también para calcular los limites laterales en funciones definidas a trozos
>g:=x->piecewise (x<0,1/x,x"2-1) ;
plot(g(x) ,x=-2..2,y=-4..4);

. 1
g=x—-> piecew1se(x <0, o x* - 1)

—I2 —Il o 1 2
x
_1_

>1limit(g(x) ,x=0,left) ,limit(g(x) ,x=0,right) ;
—0, -1
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Ejercicios
1.- Calcular los limites

1
2.- Sea la funcién  f(x) :x[x)
a) Dibujar la grafica de la funcién en varios intervalos del eje X positivo y ver si existen los limites
b) Calcular f(0.5),f(0.001) y ver a que tiende f cuando x tiende a 0 por la derecha.
c) Calcular f(100), f(1000) y ver a que tiende f cuando x se hace muy grande
d) Usar limit y calcular los valores de estos limites. lim f(x) , lim f(x) ¢Son correctos?
0

X —> o x = 04
[ : ]
X

)

1-2

3.- Calcular los limites de  f(x) = en 0 por la derecha e izquierda y en mas y menos infinito.

| —

1+2
4.- Realizar la siguiente operacion (nm lj (lim x) Hacer esta misma operacion utilizando el comando Limit
x—>0 X x—0
(con mayuscula) ¢ Que diferencias hay?
5.- Estudiar si  f(x) = =1 escontinua en x=1

X=xt+x-1
6.- Calcular los limites
sin(x) —x cos(x)

a) lim
x50 Xx(1—=cos(x))
la* +ax+xa* —.)a® —ax +xa*
b) lim - = .
x =0 Ja+x —qa—x
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8.- Derivadas

Derivada de funciones
Para trabajar con derivadas cargamos el paquete

>with (student) :

El comando que permite derivar en maple es

diff(expl,var) ............. deriva la expresion exp1 respecto la variable var
Diff(expl,var) ............. solo escribe la derivada de exp1 respecto la variable var

>fi=x->(x-1)/(x+1) ;
Diff (£f(x),x);
diff (£f(x),x);

Podemos calcular derivadas sucesivas
>diff (£(x),x$2);
1 N 2(x-1)

(x+1) (x+1)°

O bien se puede hacer
>diff(diff(f(x),x),x);
simplify (%) ;

~ 1 +2(x—1)

(x+1)Y  (x+1)°
4
(x+1)°

Podemos realizar esta operacién como derivada de una funciéon que dé otra funcion
>D(f) ;
D(£f) (2);

1 x—1

_) —
x+1  (x+1)°
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>D (tan) ;
D(tan) (Pi/4) ;

1 + tan®

Podemos derivar funciones definidas a trozos

>g:=x->piecewise (x<-Pi,sin(x), (x>=-Pi and x<=1) ,x*2-9,2);
gl:=diff(g(x),x);

plot([g,gl] ,x=-2*Pi..4,discont=true);

g =x — piecewise(x < —, sin(x), -t <x andx < 1, x> -9, 2)

cos(x) X<—-T
undefined X=-T

gl = 2x x<1
undefined x=1

0 I <x

1
ml“"
1
Ivl,-_-q .
Iul,-_-q

N

Otra utilidad de esta aplicacion es ver como varia una funcion su derivada (crecimiento y decrecimiento) y la
segunda derivada (concavidad y convexidad)

> f:=x->x-x"3;

fl:=diff (£(x),x);

£2:=diff (f(x),x$2);

plot([£f(x) ,fl(x) ,£f2(x)],x=-2..2,y=-2..2);

observa que los puntos de corte con los ejes de la 1° derivada son los maximos y minimos de la funcién. Se puede

ver otras propiedades de las derivadas

f=x—>x—x

fl=1-3x

f2=-6x

Péagina 42



Manual de Maple ver.18 Juan Avila Tejera

Ejercicios
1°.- Hallar las derivadas de las funciones y simplificarlas
a) y:loga(?ax2 -5)

(ax)  (-ax)
b) v="tiv an
e +e
c) v= arctan(qv,*’;)
2°.- Hallar la derivada segunda de v =e" sin(hx)
3°.- Dada la funcién  f(x)=+/1+x>  Calcular:

a) f(2) con 10 digitos
b) El valor aproximado de f'(2)
¢) La funcion derivada de f(x)
4°- Dada la funcién  f(x) =x”cos(x) +3
a) Calcular la derivada y representar f(x) cuando f'(x)>0. Representar en otro grafico cuando f'(x)<0
b) Calcular f'(x) y representar f(x) cuando f'(x)>0. Representar en otro grafico cuando '(x)<0
c) Obtener la informaczi()n de los anteriores apartados sobre f(x). (Utilizar el valor absoluto)
2.x°—=3.x
x*+ 1.

a) Calcular los maximos y minimos relativos
b) Estudiar la existencia de maximos y minimos absolutos en [-2,1]
¢) Lo mismo que b) pero en [0,->]

5°.- Dada la funciéon f(x) =

3 (=x7) 2
6.- Representar graficamente la funcion  f(x) =x’e = (3 -2x%) 3

a) A la vista de la grafica de la funcion f(x).
¢, En qué punto deberia anularse la derivada de f(x)?
¢ En qué puntos no deberia existir la derivada de f(x)?
b) Calcular f'(x) y dibujarla junto con f(x).
¢En que puntos se anula f'(x)?
¢ En que puntos no existe f'(x)?
¢) Hallar los maximos y los minimos de f(x)

2
5 (=x7) . .. . ., ‘.
7.- Representar f(x) =x’e . Calcular los maximos, minimos, puntos de inflexién de la funcién

Problemas
PROBLEMA 1
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cos(x) —1 x<0
2 <
Dada la funcion x x<2and0<x
2
o <x

a) Calcular a y b para que f sea continua
b) Estudiar la derivabilidad de f para estos valores

PROBLEMA 2

1
Dada al funcién f(x) = N

+In(x)
Determinar cual de las rectas tangentes a la grafica f(x) tiene pendiente maxima
PROBLEMA 3

Seaf f(x)=1+x/x| Determinar la derivada de f, su gréafica y los intervalos de crecimiento y decrecimiento y
puntos donde f no es derivable

PROBLEMA 4
Dadalacurva f(x)=x>-2x+3 _ Hallar una recta tangente a f(x) que forme angulo de 45° con el eje X
PROBLEMA 5
Dada la funcién f(x)= fH 1 . Hallar:
A\Mz+ 1

a) Intervalos de crecimiento y decrecimiento
b) Intervalos de concavidad y convexidad
c¢) Asintota y posicién de la curva respecto a ellas

PROBLEMA 6

Dada la funcion f(x) =

x3
. Hallar:

X2 -

a) Intervalos de crecimiento y decrecimiento

b) Intervalos de concavidad y convexidad

c) Asintota y posicion de la curva respecto a ellas

PROBLEMA 6

Dada la funcién f(x) =

X

(3
. Hallar:

XZ

a) Intervalos de crecimiento y decrecimiento
b) Intervalos de concavidad y convexidad
c¢) Asintota y posicién de la curva respecto a ellas

PROBLEMA 7 ‘
Determinar el dominio, asintotas, y extremos relativos de  f(x)=+/x’ =4 —x-2

Construccion de las rectas secantes

La derivada se define como la pendiente de la recta tangente a la curva en el punto. Geométricamente se
construye como el limite de las rectas secantes secantes a una curva en el punto. Esto lo podemos visualizar en
Maple construyendo lo que se denomina procedimiento, una especie de programa que permite a Maple construir
nuestros propios comandos.

Vamos a seguir los siguientes pasos:

1°.- Definimos la funcion.

2°.- Construimos un procedimiento que permite definir la recta secante

3°.- Construimos un procedimiento que permite definir la recta tangente

4.- Dibujamos las rectas secante y tangentes que deseemos para ilustrar el paso al limite.
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Definimos la curva y la dibujamos
> f:=x->3*x-x"2;
plot (£f(x) ,x=-1..4);

-t

3
4

Definimos el procedimiento que permite calcular la recta secante a la curva en dos puntos de ella
> secante:=proc (exprl,varl,x puntol,x punto2)
local a,b,z,funcl,pend;

restart;

z:=varl;

a:=x _puntol;

b:=x punto2;

funcl :=unapply (exprl, z) ;
pend:=(funcl (b) -funcl(a))/ (b-a);
simplify (pend* (x-a)+£funcl (a))

end proc;

secante = prodexprl, varl,x_puntol,x punto?2) b :=x_punto2;

locala, b, z, funcl, pend, funcl = unapply(exprl, z);
restart, pend = (funcl(b) — funcl(a))/(b—a);
z =varl, simp lify(pendx(x — a) + funcl(a))
a:=x_puntol; end proc

Construimos una secante
>secante(f(x) ,x,1,1.5);
.5000000000 x + 1.500000000

Podemos construir ahora con este procedimiento y el comando seq varias secantes:
> secantes:={seq(secante (f(x) ,x,1,1+i/3) ,i=1..5)};
1 72 4 1 5 2 8

secantes = {2,—§x+§,§x+§,§x+§,—§x+§}

Construimos el procedimiento por el cual obtenemos la recta tangente
>tangente := proc (exprl,varl,x punto)
local a,z, func;
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z:=varl;
a:=x_punto;
func:=unapply (exprl, z) ;
simplify (D (func) (a) * (x—-a)+func(a)) ;
end proc;
tangente = prodexprl, varl, x_punto) simp lify( D(func )(a)x(x — a) + func(a))
local q, z, func; end proc
z =varl;
a = Xx_punlto,

func :=unapplyexprl, z);

Construimos la recta tangente
> tangente (£ (x) ,x,1);
x+1

Dibujamos la funcién y las rectas secantes y tangentes:
>plot ({£(x) }union {seq(secantes[j],j=1..5)} union
{tangente (f(x) ,x,a)},x=-1..4);

De esta forma podemos visualizar este proceso sélo con

>f:=x->5*sin (x) :

h:=1/5:
n:=8:
p:=0:

secantes:={seq(secante(f(x) ,x,1,1+i*h) ,i=1..n)}:
tangente (£ (x) ,x,p) :

plot ({£f(x) }union {seq(secantes[j],j=1..n)} union

{tangente (f(x) ,x,a)},x=-1..5,y=-1..5,scaling=constrained) ;
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A4 i 2 é\i 5
x

En cualquier caso Maple cuenta con un comando que permite dibujar la recta tangente a una curva
>with (student) :
showtangent (f (x) ,x=1,x=-4..4,y=-10..10) ;

101

-4 2 -2 - 1 2 3 4
X

-10-

Los procedimiento que hagamos con Maple nos permiten mostrar los resultados como nosotros queramos. Muchas
veces nos interesa tener una forma determinada de resolver un problema, en el cual nos indique, por ejemplo, los
pasos intermedios. Estos procedimientos se pueden guardar y utilizar en otras paginas

>save tangente, tangent.m’;

> save secante, secante.m;

Ejercicios
1°.- Definir un procedimiento que dibuje la recta normal a una curva en un punto, es decir, la recta perpendicular a
la tangente en un punto
2°.- Con este procedimiento y los anteriores, dibuja las funciones, 4 secantes, la tangente y la normal en los puntos
que se indican a cada una de las funciones siguiente:

a) f(x)=log(x) enx=2

by f(x)=:/9+x" enx=4

)

c) flx)=x en x=0
d) flx)=e" enx=1
. o 3 tan(x) i )
3°.- Determinar el punto en el que la recta tangente a la graficade  f(x) =m en x=- corta al eje

X. Dibujar la grafica y la tangente.

4°- Dada la funcion f(x) =x’—ax+2 determinar el valor de a para que la pendiente de la recta tangente en x=1
valga 2. Dibujar la grafica y la tangente.

5.- Dada la funcion f(x) =x’+ax+b _ Hallarla tangente a la grafica de f que sea paralela a la secante que pasa
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por los puntos x=1 y x=3. Dibujar la grafica, la secante y la tangente

<)

(¢
6°- Sea lafuncion de la  f(x) = Ty Hallar las ecuaciones de la rectas tangentes a su grafica en sus puntos

[
Al

de inflexion. Dibujar la grafica y las tangentes
7°.- Dada la funcion f(x) =x*+|x—2| . Dibujar la grafica y la tangente en el punto x=-1
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9.- Diferenciacién implicita

Diferenciacién implicita
Maple permite derivar funciones dadas en forma implicita. El comando utilizado es
implicitdiff(exprl,varl,var2) ........... deriva la expresion respecto a la var1 y la var2 (considerando la var1 con

funcion de la var2)
>exprl:=x"2+y*2=25;

exprl =x*+y*=25

>pend:=implicitdiff (exprl,y,x);
pend = _ X
Y

Si queremos calcular las dos tangentes a la circunferencia en x=3, encontramos primero los valores
correspondientes de y (ordenadas)
> solve (subs (x=3,exprl) ,y) ;

4, -4

Por tanto las rectas tangentes seran
> tangl :=4+subs (x=3,y=4,pend) * (x-3) ;

tangl = 2 2"

> tang2:=-4+subs (x=3,y=-4,pend) * (x-3) ;
25 3

tang2 = ~ 1 tz*

Podemos dibujar las graficas de la circunferencia y sus tangentes

>with (plots):
circunf:=implicitplot(exprl,x=-7..7,y=-7..7,scaling=constrained) :
rectal:=plot(tangl,x=-7..7,color=green) :
recta2:=plot(tang2,x=-7..7,color=blue) :
display({circunf,h rectal, recta2?});
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101

Ejercicios
1°.- Calcular y dibujar las rectas tangentes a las curvas siguientes en los puntos que se indican
a) x+xy+y=-3,x=1

b) x-3xy+y’=-1 (2,-3)
3

c) 2x2—2xy+yz+x+2y:-l,x:—§

2°.- Dos curvas son ortogonales cuando el angulo que forman las tangentes en los puntos de corte de ambas
curvas es recto. Dadas las curvas ~ 4x°+9)°=45 y X’ —4)’=5
a) Dibujar ambas curvas.
b) Hallar los puntos de corte.
c) Comprobar que son ortogonales )
3°.- Localizar los maximos y minimos relativos de la funcién  f(x) = ! _]2: jl
X
4°.- Una escalera de 41cm de longitud se encuentra apoyada sobre una pared. Comienza a deslizarse, de modo
que su pie se mueve con una velocidad de 10cm/s y su parte superior baja por la pared. ;A qué velocidad se
mueve la parte superior de la escalera cuando se encuentra a 9 cm del suelo?
(la velocidad es la derivada del la posicion)
4° .- Una cuerda de 100cm se corta en dos piezas. Con una se construye un cuadrado y con la otra un circulo. ¢ Por
dénde tiene que cortarse la cuerda para que la suma de las areas de las figuras sea maxima?.;Y para que sea
minima?
5°.- Determinar un punto P sobre la parabola ¥ =x"  de tal forma que la recta normal por P corte a la parabola

en otro punto Q y la distancia de P a Q sea minima. Dibujar la parabola y la recta solucion

. . L 2x+1 I —x
6.- Hallar los maximos y los minimos de la funcion ==~ +2 arctan[ j

x*+1 1 +x

7.- Dado N un numero mayor que cero, descomponerlo en dos sumandos tales que la suma del cuadrado de la
primera parte mas tres veces el cuadrado del segundo sea minima.
8°.- Una finca limitada por dos caminos que se cortan perpendicularmente existe una fuente situada a 60m de un
camino y a 480m del otro. ¢ Cual es la longitud del menor atajo recto que une los dos caminos pasando por la
fuente?
9°.- Hallar la altura del cilindro de volumen maximo que se puede inscribir en un cono de altura h y radio R
10°.- Hallar las dimensiones del rectangulo de area maxima que se puede inscribir en la porcién de plano limitado

por la parabola Vi=2px y la recta x=a
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10.- Métodos de aproximacién

Polinomio interpolador

Se llama polinomio interpolador que pasa por los punto (x0,y0), (x1,y1), (x2,y2), ...siendo xi<>xj si i<>j (es decir,
puntos diferentes tiene abscisa diferente) al polinomio de menor grado que pasa por los punto. Si tenemos n punto
el grado del polinomio interpolador es de n-1. La existencia de este polinomio esta garantizada al resolver el
sistema (sale un determinante de Vandermonde) Maple permite calcular este polinomio con el comando
interp(|x0,x1,x2,...],[y0,y1,y2,..],x) ......... calcula el polinomio de interpolacién de los puntos (x0,y0), (x1,y1),
(x2,y2), ...

Por ejemplo

>interp([_1/0/1] ,[4,2,6],%);

3x2+x+2

Este método lo utilizaremos en lo que sigue.

Método de Biseccion

Este método trata de calcular la solucion de una ecuacién en un intervalo. Supongamos que f es continua en [a,b] y
que f(a)*f(b)<0, Por el teorema de Bolzano Sabemos que existe un punto intermedio c tal que f(c)=0. Maple permite
calcular estos puntos como ya hemos visto. Pero hay métodos que permiten aproximarlos. Uno de ellos es de la
biseccién. Este consiste en tomar el punto medio c1 del intervalo [a,b] y ver el signo de f(c1) y sustituir ¢1 por a si
f(a)*f(c1)>0 o por b si f(b)*f(c1)>0. Y proceder asi hasta encontrar el intervalo en el que se halla la solucion. Un
ejercicio interesante es construir un procedimiento que calcule el punto con el grado de aproximacion deseado.

>M bisec:=proc(func,a,b,aprox)

local f£,m,p,q,itera;

f:=x->func (x) ;

itera:=0;

p:=a;

q:=b;

m:=(p+q) /2;

while abs (f (m))>aprox do

itera:=itera+l;

if £(p)*£(m)>0 then p:=m; else q:=m fi;
m:=(p+q) /2;

end do;

print ( Hemos realizado iteraciones’,itera);
print('valor_ aproximado de la raiz ,evalf(m));
plot (f(x) ,x=a..b,y=-2*aprox..2*aprox) ;

end:

Por ejemplo sabemos que la funcién h(x) tiene una raiz entre -2 y -1
>h:=x->x"3+4*x"2-6;
plot (h(x) ,x=-4..4);

h=x—>x+4x>-6
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804

604
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Si deseamos aproximarla hasta el orden de las milésimas
>M bisec(h,-2,-1,0.001);
Hemos realizado iteraciones, 11

valor_aproximado de la raiz, -1.572021484

0.002

v 0,001
U1 948 46 414 12 -
-0.0011

10.002-

Ejercicios
1°.- Determinar los intervalos en los que las funciones siguientes tienen raices. A continuacion y utilizando el
método de la biseccidon aproximar las raices.

a) X +x=1

by -2 =0

c) X —4x+1=0

d) e 27+ 2cos(x) - 6=0

Método de Newton

Otro método de aproximacioén de raices es el método de Newton. Este método consiste elegir un punto x0 cercano
ala raiz y trazar la recta tangente a la curva. Para este método necesitamos que la curva sea diferenciable. La

tangente corta al eje X en otro punto x1. Desde este punto repetimos el proceso y obtenemos asi una sucesién x0,
x1, x2, ..., xn,.... Cada uno de estos puntos se obtiene hallando la interseccién de la recta tangente a la curva en xi
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y el eje X. La recta tangente es

y-f(xi)=f"(xi)(x-xi)
Haciendo y=0 queda
f(x(7))
f1(x(i))

> x=x(i)—

que sera el siguiente punto de la sucesion.

Hay que tener en cuenta que el primer punto debe ser "cercano2 a la raiz y que la sucesién puede no ser
convergente. Sin embargo cuando es convergente la convergencia es mas rapida que en el método de la

biseccion.
>with (plots):

Vamos a definir el procedimiento

>M Newton:=proc(func,t,a,b,aprox)

local f,p,itera, trazo,grafl,graf2;
f:=x->func (x) ;

p:=t;

itera:=0;

trazo:=[p,0];

while abs (f(p))>aprox do

itera:=itera+l;

trazo:=trazo, [p,£f(p)]-

p:=p-£ (p) /subs (x=p,diff (£ (x) ,x));
trazo:=trazo, [p,0];

end do;

grafl:=plot([trazo] ,x=a..b,color=black) ;
graf2:=plot(f(x) ,x=a..b,color=red) ;
print( Se han realizado iteraciones’,6itera);
print (" Valor aproximado de la raiz es ,evalf(p));
display(grafl,graf?);

end:

>g:=x->x"2-2;
g =x—>x'-2

>M Newton(g,5,0,5,0.01);
Se han realizado iteraciones , 4

Valor aproximado de la raiz es, 1.414470981
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Ejercicios

1°.- Dibujar la grafica de las funciones

a) fx)=x>-2x-5
b) f(x)=3x"—e"
c) f(x)=x+tan(x)

d) f(x) :% +sin(x) —

Juan Avila Tejera

Decir cuantas raices reales tiene. Aproxima con el método de la biseccion y el de Newton las raices con 6
decimales exactos. Comprueba el numero de iteraciones realizadas con cada método. Utiliza fsolve para

comprobar dichas raices.
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11.- Primitivas de una funcion

Primitiva de una funcion

Maple permite integra funciones mediante el comando
int(func,var) ......... Integra la funcion func respecto la variable var
Asi por ejemplo

>int(x*2,x);

>int (x*2*1n(x) ,x) ;
1
§x3 In(x) —

1
5%

Observar que obtenemos una primitiva. Para comprobar que dos primitivas de una misma funcién difieren solo en

una constante ponemos un ejemplo. Dadas dos funciones primitivas:
>F:=x->1/(1-x);
G:=x->x/ (1-x) ;

F=x—>
1 —x

G=x—>
1—x

¢seran primitivas de una misma funcion? Calculemos sus derivadas y veamos si son iguales:

>f:=x->diff (F(x),x);
g:=x->diff (G(x) ,x);
simplify (£ (x)-g(x));
f=x— diff(F(x), x)

g =x— diff(G(x), x)
0

Con lo que se tratra de dos primitivas de una misma funcién
>simplify (F(x)-G(x))
1

Maple permite escribir el simbolo de la integral como sigue
>with (student) :
Int(x*sqgrt(1+x) ,x);

jxq/1+x dx

>value (%) ;
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>f:=x->1n(x);
Int(£f(x),x);
value (%) ;

Ejercicios

1°.- Calcular una primitiva para cada una de las funciones con las condiciones indicadas

,F(2)=-1

f(x)= ——
a) f(x) rl

R

b) f(x)=x1-x*,F(1)=0

3
c) f(x):x4—3x+;,F(l):-l

2
51

d) f(x)=sin(x) +cos(2x), F(rw) =3

20-Sean  F(x)=sin(x)* G(x) = cos(x)*
encontrar la constante que las diferencia
3°- Calcular las siguientes integrales

a) |x.a*+b’x* dx

~

X

b) dx

[ 2

A\s"x +1

J
c) fx Jx+1dx

1 ¢+ 1
f) J' og(x+1) v
»\/X + 1

g) fsin(x) cos(x) dx
h) jsin(«/}) dx

+x) —§(1+x)

(5/2) (32)

f=In
Jln(x) dx

xIn(x)—x

Juan Avila Tejera

. Mostrar que ambas funciones son primitivas de una misma funciéon y
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12.- Integral definida

Integral definida

La integral definida representa el area que encierra una curva y el eje X. Maple tiene comandos para aproximar es
area y calcularla exactamente

leftbox(func,x=a..b,n) .. Dibuja n rectdngulos entre a y b cuyos vértices izquierdos tienen el valor de la func
leftsum(func,x=a..b,n) ..... Suma las areas de estos rectangulos

rightbox(func,x=a..b,n) Dibuja n rectangulos entre a y b cuyos vértices derechos tienen el valor de la func
rightsum(func,x=a..b,n) ..... Suma las areas de estos rectangulos

middlebox(func,x=a..b,n) Dibuja n rectangulos entre a y b cuyos puntos medios de los lados tienen el valor de
la func

middlesum(func,x=a..b,n) ..... Suma las areas de estos rectangulos

Por ejemplo:

>with (student) :
> f:=x->x"2*sin (x) ;
leftbox (£ (x) ,x=-4..5,10);
leftsum(f (x) ,x=-4..5,10);
evalf (value (%)) ;
f=x— x*sin(x)

104
-4 ) 1] 1 2 3 4
X
_1[}_
_2[}_

2
9 (< 9 N .. 9 .
TO l;) (—44-101) Sll'l(—4+10lj

-2.02631773

El concepto de integral de Riemann consiste en tomar infinitos intervalos en la divisién anterior
>leftsum(£f(x) ,x=-4..5,n);
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limit (% ,n=infinity) ;
evalf (%) ;

n—1 .2 .
D (_4+9’] sin[—4+9l]
i=0 n n

n

9

14 cos(4) — 8 sin(4) — 23 cos(5) + 10 sin(5)

-19.21006374

El valor exacto del area la podemos calcular mediante
>Int(£(x),x=-4..5);
int(£(x) ,x=-4..5);
evalf (%) ;
5
J x* sin(x) dx

4
14 cos(4) — 8 sin(4) —23 cos(5) + 10 sin(5)

-19.21006374

Para los demés tipos de rectdngulo tenemos lo mismo
>f:=x->x"2*sin (x) ;
rightbox (f (x) ,x=-4..5,10);
rightsum(f (x) ,x=-4..5,10);
evalf (value (%)) ;
rightsum(f (x) ,x=-4..5,n);
limit(%,n=infinity) ;
evalf (%) ;

f=x— x*sin(x)
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(i) (o)

-34.50006984
2 9
Z (—4 + j sm(—4 + lj
= n
NE
n

14 cos(4) — 8 sin(4) —23 cos(5) + 10 sin(5)
-19.21006374

>f:=x->x"2*sin (x) ;
middlebox (f (x) ,x=-4..5,10) ;
middlesum (f (x) ,x=-4..5,10);
evalf (value (%)) ;
middlesum(f (x) ,x=-4..5,n);
limit(%,n=infinity) ;
evalf (%) ;
f=x— x*sin(x)

-19.68378640
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1
el 9[i+2) 9(i+
Z 4 +——<| sin| 4+ ———%
i=0 n

9

14 cos(4) — 8 sin(4) — 23 cos(5) + 10 sin(5)

-19.21006374

Observar que el valor medio es el que mas se aproxima al valor de la integral desde una primera division.

Vamos a calcular el area comprendida entre dos curvas
>£:=x->x"2+x;
g:=x->2*x+2;
plot([£f(x) ,g(x)],x=-3..3);
f=x—>x"+x

g=x—>2x+2

Calculamos los puntos de interseccion de ambas curvas
>solve (£ (x)=g(x) ,x);
2,-1

Por tanto el area buscada sera la integral
>Int (f(x)-g(x),x=-1..2);
value (%) ;

print( area =", abs(evalf(%)));
2

sz—x—de

-1

a =
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area =,4.500000000

Ejercicios
1°.- Calcular el area comprendida entre las curvas
a) y=4x-x" vyelEjeX
b) y=x—6x"+8x y el Eje X
c) y2:4x,y:2x—4
d) y=9-x%y=x+3

Y

=t =0, x=—

a) y=tan(x),x=0,x 1
(%)

b) y=xe ,y=0 ylaordenada maxima
4

2°.- Dada la integral f arctan(x) dx  calcular la sumas de Riemman tomando 10 subintervalos. Dibujarlos y
0

calcular las sumas aproximadas y el valor exacto de la integral.

0

1
3°.- Calcular J — dx
X

0

Problemas

PROBLEMA 1

Calcular las siguientes integrales
3

a) jx J9 —x* dx
0

€

o) J In(x)? dx
1
o

sin(2 x)
d) J 1 +cos(x)? dx
0

PROBLEMA 2
Hallar el area que encierran la curva y=In(x) y la recta x=e”2 y la tangente a dicha curva en (1,0)

PROBLEMA 3

2 -
Dadalacurva y= P calcular el valor de a para que el area limitada por esa curva y las rectas x=0 y x=a y el

ejeX seaigual a 2.

PROBLEMA 4

X

-1
dt
+1

t
Dibujar y hallar los extremos relativos de J' 2

0
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PROBLEMA 5
Sea la funcion f(x) =(x—1)e"
a) Dibujar su grafica
b) Determinar los extremos relativos y los puntos de inflexion
c) Determinar sus asintotas
d) Hallar el area limitada por f(x) y la recta y=x-1

PROBLEMA 6

Calcular el valor de a para que el area limitada por las curvas en el primer cuadrante sea igual a 3
2

f(x) =/ax, g(x) =X;

PROBLEMAS 7

Calcular las integrales

173
a) ijxa/‘/()fxz dx dy
070
205
b) jfxydxdy
Y5

32 2

c) J‘J‘jxyzz3 dx dy dz
007
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