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Resumen:

En este trabajo se calcula la expresién de la resolvente de las secciones finitas
y se demuestra una férmula que conecta los polinomios ortogonales con los poli-
nomios asociados. Esta férmula generaliza un teorema de Van Assche para los
polinomios ortogonales que satisfacen una relacién de recurrencia a tres términos.

Como consecuencia se prueba una férmula para la traza que extiende a los
polinomios complejos una andloga de las secciones finitas de la matriz de Jacobi.

Se proponen también otras aplicaciones, en particular una generalizacién de
una férmula de Belmehdi similar a la de Christoffel-Darboux.
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1. Introduccién

Sea M = (ci;)$5 es una matriz compleja hermitiana infinita y definida positiva,
en lo sucesivo HPD, es decir, tal que los menores

Coo C10 s Cn,0
Co1 C11 ce Cn,1
N, = :
Com—1 Cin—1 " Cpn—1
Co,n Cin T Cnon

son positivos para todo n. Una tal matriz define en el espacio vectorial, II, de
los polinomios con coeficientes complejos un producto escalar, sin més que poner
(2™, 2") = cmn v extendiéndolo por linealidad. En este espacio prehilbert la
sucesion de polinomios { P,(z)} dada por

Coo C10 s Cn,0
Co1 C11 s Cn,1
Pu(z) =] SV
Con—1 Cin—1 ' Cpn—1
1 Z “ . Zn

sin > 1y Py(z) = 1 es ortogonal y se denomina sucesion de polinomios ortogonales
definida por la matriz M.

La correspondiente sucesién de polinomios ménicos {P,(z)} estd dada por
P,(2) = Py(2)//n_1 y ademds, normalizando la sucesién, tendremos los poli-
nomios {P,(z)} dados por P, (z) = Po(2)/\/2nlSn_1, que llamamos polinomios
ortogonales normalizados. De acuerdo con esto la norma de los ménicos verificarsd

||ﬁn(z)||2 = An/An—l con A0 =Co Y A—l =1.

Si M = (ci;)55 es una matriz HDP y M, = T, T es la descomposicién de
Cholesky de M,,, por ser hermitiana definida positiva la matriz 7T,, es inversible y

podemos definir, véase [8] o [9], la matriz de Hessenberg asociada a M
D, =T 'M'T

que tiene las siguientes propiedades:



1. P,(2) = |I.z — D], es decir los autovalores de D,, son los ceros de P,(z).

2. D, es Hessenberg superior y si D,, = (dij){5-;, €s di11; = \/\]\/[ZHHMI,l]/]MA
Lo que nos lleva ademés a que los elementos de la subdiagonal son reales y posi-
tivos.

3. D, = (Dn-l—l)n

Esta propiedad es especialmente interesante porque permite definir una suce-
sién de matrices de Hessenberg {D,,}52, de orden creciente tal que cada una de
ellas es submatriz principal de la siguiente, es decir, permite definir la matriz in-

finita D = (d;;)5-,, como matriz asociada a la matriz hermitiana definida positiva
M.

4. La matriz D corresponde al operador “multiplicacién por z” en I respecto de
la base ortonormal {P,(z)}> , asociada a M.

5. Asimismo puede obtenerse, véase [9], la matriz M normalizada (con cgo = 1) a
partir de la matriz D mediante ¢;; = (D'ey, D7eg) , Vi, j € Zy.

Lema 1 Sea M una matriz HDP infinita, sea D = (d;;)$5 la matriz de Hessenberg
correspondiente, entonces los polinomios mdnicos verifican la siguiente férmula de
recurencia larga

Pu(2) = (2= dun)Pui(2) + [dypi)(=dy-1,) Pues(2)
+[dn,n—ldn—l7n—2](_dn—Z,n)Pn—3(Z)
+[dn,nfldnfl,andan,nfiﬂ (_dn73,n)Pn74(Z>

+ cte + [dn’nfldnfl,nfg st dgl](—dl,n)ﬁg(Z). (11)

DEM. A partir de la primera de las propiedades de la matriz D,,, definida por



D, = T M/ T7H que nos dice que P,(z) = |I,z — D], es decir,

2z —dy; —dio —di3 ce —dl,n—z —dl,n—l _dl,n
—da1 2z —dy —da3 ce _d2,n72 _d2,n71 —dz,n
0 —d3zy z—d3z - —d3 -2 —d3 -1 —d3
P.(2) = 0 0 —dgg o —dypo —d4pn1 —dyn |,
0 0 0 e _dn—l,n—Q Z = dn—l,n—l _dn—l,n
0 0 0 e 0 _dn,n—l z— d,w

desarrollando el determinante por la iltima fila reiteradamente, se obtiene la
citada férmula. O

Lema 2 FEn las mismas condiciones del lema anterior, se verifica la siguiente
formula de recurencia larga

Po(z) = (2= dn)P(2) + [daa] (—dh2) P, (2)
+[d21d32](—d13)ﬁ51)3(2)

+[d21d32d43](—d14)]57§47)4<2)

f oot [dyrdsy - - dpni)(—di ) B (2). (1.2)

DEM. A partir de la igualdad P, (z) = |I,,z— D,,|, basta desarrollar por la primera
columna reiteradamente. g

Supongamos que M es una matriz HDP, sea o no de momentos, y sea D la
matriz de Hessenberg asociada a ella. Llamaremos D®*) a la matriz que resulta de
eliminar en D las primeras k filas y columnas.

A partir de D) podemos, utilizando ¢;; = ([DW]ieg, [D®]iey) , construir la
matriz M (k) = (ci;(k))75— (con esta notacion M = M(0)). La matriz M (k) es
hermitiana definida positiva para cualquier k£ € Z,, ya que los elementos de la
subdiagonal son todos estrictamente positivos. En efecto, suponiendo c¢op = 1,
un sencillo cdlculo a partir de la expresion de los términos de la subdiagonal de
D, que valen d;;_1 = \/|M;| |M;_s|/|M;_1]?, nos permite determinar |M,| =

n 2(n—j+1) o n 2(n—j+1) . ., .
[[i—od;j;—7 . Por tanto [M, (k)| = [[j_yd;\ i x 1, serd también una matriz




infinita, hermitiana definida positiva. En consecuencia M (k) definird un producto
escalar, en general diferente, para cada valor de k.

Los polinomios desplazados ménicos de orden k € Z,, fijado de antemano, y
grado n — k, para n > k, se definen mediante

é(bli)k(z) = |z — Dik_)k’, n >k, con ﬁo(k) =1,

y son ortogonales respecto del producto escalar introducido por M (k). El caso
k =1, da lugar a los polinomios asociados que cuando el soporte es real han sido
muy bien estudiados, véase [3] o [6]. Para casos no reales y k > 1, vedse [1].

Consideraremos la siguiente normalizacién de los ménicos

k)
= n > k., con P( z) =1.
Aot 1dpss 2 dngain ’ 0 (2)

5k
P )k<z)

n—

Para que esta normalizacién sea coherente con la norma usual de los ménicos, es
decir cuando k£ = 0, supondremos a partir de ahora y en todo lo que sigue, que
coo = 1. De este modo, si recordamos que A, 1 = |M,]|, como |My| = 1, haciendo
|Mi| = coo = 1, y como cabe esperar, se cumple que

- no (| My || M,
BN = et = 11 o/ B TAT

Lema 3 (Recurrencia larga para desplazados)
Sea M una matriz HDP infinita, sea D = (d;;)?5 la matriz de Hessenberg

correspondiente, y sean {P,Ej_) i(2)} los polinomios desplazados mdnicos, entonces
se verifica la siguiente férmula de recurrencia larga

PP (2) = (2= djrji1) PUEDN(2) + [dysa i) (—djn i) P52y (2)
djrogr1dis o) (—dienjra) P (2)

o
Hdjrag41djsjradirajra)(—djrjra) PUEY, (2)

oo oy dyysgrodyiages - don)(=djin) PeV(2). (1.3)



DEM. Tenemos que

p) — U) | =
Pnfj(z) = |I,—jz— D;”;| =
z=djrrgr —djrgee —diviges 0 —dipieor —djyan
—djtoj11 Z—djy2jre  —djvegis 0 —djron1 —djyan
0 —djyz542  Z—djizies 0 —djpzao1 —djtsn
0 0 0 e Z_dn—l,n—l _dn—l,n
0 0 0 e —dpn—1 2—dpn,

Desarrollando por la primera columna reiteradamente se obtiene la férmula. [

Lema 4 Sea M una matriz HDP infinita, sea D = (d;;)$5 la matriz de Hessenberg

correspondiente, y sean {P () ;(2)} los correspondientes polinomios desplazados
normalizados, entonces vemﬁcan la siguiente formula de recurrencia larga

51} (z = djr111) G+ djt1,j+2 B+2 djr1,5+3 5(+3
FDjz) = S PRI (o) - PR PTI, () - SRR BT ()
j+2,5+1 J+3,5+2 j+4,5+3
d‘+1, j+4 +4 d'—l—l,n D(n
—L e PINE) = - ER(R). (1.4)
J )] n ,n

DEM. Consideremos la normalizacién de estos polinomios desplazados

Sk
[ZON. PY(2)
nfk(z - )
Apt2,k+1Ak43 542 dpyin
se tiene entonces que
~ 1 .
PD () = [P(j_)-z]
n-il?) dj2j1diys e dppin L "7 )
1

= —do ) PYUtY
dj+2,j+ldj+37j+2 Ce . dn+17n |:(Z ]+17]+1) n—jf]_(Z)

A
Hldjra, 1) (=djr1jr2) PO (2)
21853 o) (— i gos) PY 54 (2)

+4
+[dj+2,j+1dj+3,j+2dj+4,j+3](—dj+1,j+4)P7§ Yy(2)

-J
Foo ot [dyagdyis jradyiages - dun)(—djin) PV (2),

7



de donde resulta finalmente

210 (2 — djr1511) 56+ dj+1j+2 5j+2 djt1,j+3 5(+3
FDjz) = S —HERRT (o) - PR PTI, () - SRR BT ()
j+2,5+1 J+3,5+2 j+4,5+3
d'+1, i+4 S5(j+4 d'+1,n p(n
— LI PO () — - — SR R(2),
J+5,5+4 n+1,n
como queriamos demostrar. [l

No es necesario que el desplazamiento del polinomio y su grado sumen n. Si se
considera el polinomio desplazado j — 1, de grado k — j, y se desarrolla del mismo
modo, se tiene que

POV = (2—diy)PY 1 (2) + [dis ) (~dsj) B, (2)
+dj1,d42,541)(—djjv2) P, éiﬁ)s(z)

ot [gdizgin - dioie) (<) BV (), (15)
y utilizando la normalizacién

ﬁlgi—)i—l(z) =ditoi41 dk,kqﬁéi_)i_l(z)a
resulta que

Hi-1 (z —dj;) 50 djj+1 BG+1 djj+2 5+
B = SR (o) - SR () - B
J+1,7 J+2,5+1 J+3,7+2

dip1 ~n
N A E)) (1.6)

d k-1

Lema 5 (Recurrencia larga descendente)
Sea M wuna matriz HDP infinita, sea D = (di;)75 la matriz de Hessenberg
correspondiente, entonces los polinomios desplazados mdnicos verifican que

POz = (2= dun) PP (2) + [dnn 1) (=dn10) B2, ()
+[dn,n—1dn—1,n—2](_dn—Q,n)Péjjj—B(Z>
+ ot [dppn—1dp—1—2 - 'dj+2,j+1](_dj+1,n)ﬁo(j)(z>- (1.7)



DEM. Basta considerar la igualdad anterior
é(i)](z) = Iz — DY

n—jl>

y desarrollar por la tltima fila reiteradamente. [l

2. Secciones finitas de la resolvente

La matriz (I,z — D,,)~! es una seccién finita de orden n de la resolvente de la
matriz D. El siguiente teorema nos proporciona los elementos de la parte triangular
inferior y de la parte superior de esta matriz, donde los elementos estén dados en
funcién de los polinomios desplazados.

Teorema 1 (Expresién de elementos de la resolvente de secciones finitas)
Sea M una matriz HDP infinita, sea D = (di;)75 la matriz de Hessenberg

correspondiente, y sean {ﬁn(z)} los polinomios normalizados y {137?) ;(2)} los poli-
nomios desplazados, entonces Vz € C\{z : P,(z) = 0} se cumple que

1 Pi(2)PY(2)

i div1;  Py(2)
I,z — D, 1 ,]{: J+1,g __Anl\e)
( )5, K] 1 Pk_l(Z)P(J)j(Z) <

dji1, ﬁn(z)

(2.1)

DEM. Se sabe que P,(z) = |I,z — D,|. Para determinar el elemento [j, k] bastars
analizar cudl es el adjunto del elemento traspuesto del (I,,z — D,,)~*[J, k]. Se tiene
que

A (k)

|z — D,

En el caso j > k, el elemento [k, j] estd en la matriz triangular superior, eliminando
la fila k-ésima y la columna j-ésima resulta

(Inz — Dn>_1[ja k]

Adj (k,j) = (-1)'**

OO
=Nwilw)

F
E | = (=1)"MAl[B]|C],
C

Ne)



donde A, B, C son matrices cuadradas. Tendremos

z—dn —d12 —dyz - _dl,k—l
—dy1 2z —dyy —dyz --- _dQ,k—l _
Al = s : S : = Py 1(2)
0 0 0 - —dp_ap-1
0 0 0 e 2 — dkfl,kfl
—dp1p 2= dpripr1 —dpprpre 0 —dig1j-1
0 —dpyo k1 22— drpoptr2 0 —dpyoi
1B = : s : s =
0 0 0 e 2 — djflyjfl
0 0 0 e —dj i1
= (=1 "1 pdpsoprr djji-1
Z = dj+1,j+1 Q541,542 —lj41,54+3 —dj+1,n
—djraj1 2 —djrajr2 —djrajis 0 —djran )
- . . . . . _ pl
IOl = : : : - : _Pn—j(z)'
0 0 0 s —=dp_1p
0 0 0 e Z2—dpy,

Resultando finalmente

(Inz — D) ' [j, k] = (—1) " dysr wldisojors -~ djja —

dordss -+ dy o1 Poo1 (2)djezgerdjis jio - dosinP r(zj—)j(z)
dordss - - dnJrl,nPn(z)

= dpgp1pdig2 k41 djj—1

Pi_1(2)PY (2)
dj+1,an(Z)

para j > k. La férmula es enteramente vilida si j = k.

Y

Para el caso general bastard con comprobar que al multiplicar I,z — D,, por
(I,z— D,) ! se obtiene I,,. Hagamos en primer lugar el producto de la fila j-ésima

10



por la columna j-ésima, tenemos

L | BaPY 50
o | P, - P
1 [ PoiPE 5
i | P = Pl
B
7] — n
0 —djja z—djy —djjendig) 550 =
1 Pi1Pm; puY
djy1, P, -1
v [P BYY S
djt2,54+1 Py, P
1 PP B }
dn+1,n ﬁn jinil
1 [P, PYY 1 [P_,pY
—djj1 - 2 PV 4 (2= dyy) s _ pY
djj1 P, i1 P,
+1 5(n
L [BaBSY S L (BB s
—d; i1 — P —djn 35 _Pj*nfl
dji2j41 Pn dnt1n P,
— 1_ P quj 321 i (z — dj,j)ﬁjflﬁéj—)j _ dJJHP IP( H) L d; nﬁjflpo(n)
P, djt1,;Pn dj+2,j+1Pn g1 Pr
_ 4B {ﬁ(i—}) _E=did)po) | i peen L s ﬁ(n)] _1
p, | " djy1,5 gy M dng1n
ya que este corchete es nulo, pues por la férmula (1.4) de recurrencia larga, es
pi-y _ C=di)po) _ dgn puen _ - _din o
n—j+1 = d. ] — d. ] n—j—1 d 0
J+1.3 42,541 n+1,n

11



Veamos ahora el producto de la fila j-ésima por la columna k-ésima:

~ =~ R
1| Pea P, _ P(l)
da1 2 k—2

n

1| Poa PP, _ p2
d32 P, k—3

5 BG-1) ey
1 Peal i pu-1

dj -1 Py k=i
(-0 —djjr z—dj —djja--din) 5B =
1 h1tmi . pli)
djt1,j P, k=j—1
(B pU+D ~i
1 PP P(J+1)
dj+2,5+1 P, -2
1 ﬁk*lﬁén) B /\(n)
dn+1,n Pn k—n—1

(5-1 (5 pl)
1 P._ 1P 1 ~(i_q 1 PP, ~
— i e S 510t [NV G n-g _ pl)
53 1dj,j—1 Pn k—j ( JJ)dj—i—l,j Pn k—j—1
—~ /\( '+1) r o~ A~ n
—d- - 1 Pk—lpnj—j—l_ﬁ(jfl) —---—d- 1 Pk_lPé )_A(n)
3.3+ oo ﬁn k—j—2 J’ndnﬂ,n ﬁn k—n—1

BT AN g
= —% [Pé{jgl—upm + Jrj+1 qugj;_)l

i —di )~ d. - ey din ~n
+{P,§Jj”—(z JJ)P(J) + 5+l plt+l) b D Pk()nl:|'

din ~n
_|_..._|_ip0( )}

djt1, djt2,j+1 dpt1n

k—j—1 k—7—2
dji1, ! djy241 "7 dny1n

En esta iltima expresién el primer corchete es nulo por la férmula (1.4) de re-
currencia larga. El segundo corchete también es nulo, ya que si k < 7, todos los
polinomios son nulos por tener subindice negativo, y si es k£ > j, basta tener en
cuenta la férmula (1.6) de recurrencia larga para el polinomio Pk(i ;1)(2) y que a

: i1 Hk—1 L .
partir del sumando d:lelPO( )(z) todos son nulos por idéntica razén. O

12



3. Suma de productos combinados

En el interesante articulo [11], utilizando wronskianos, Van Assche demuestra dos
férmulas andlogas a (3.1) y (3.2), semejantes a la de Christoffel-Darboux. En
el caso hermitiano la demostracion es algo més compleja y estd en el siguiente
teorema.

Teorema 2 (Suma de productos combinados)

Sea M una matriz HDP infinita, D = (di;)75 la matriz de Hessenberg aso-
ciada, {P,(2)} la correspondiente sucesion de polinomios mdnicos y {]Bél?k(z)}
los polinomios desplazados de orden k, entonces se cumple que

L o Pn - Pn
3 B (0) Py ) = DA =D 1)
st x £y, y su forma derivada
32 BBy () = P (o). (32)

DEM. Apliquemos induccién completa sobre n. Como es
Py(x) = Pi(y) = (x —dn) — (y —dn) =z —y,

queda

R B ) - =0

por lo que la férmula (3.1) es valida para n = 1.

Supongamos ahora que la igualdad es vilida para los valores desde 1 hasta
n — 1, y comencemos por escribir también la igualdad trivial

Py(x) — Doly)

= P
Por la hipétesis de induccién tendremos las igualdades

13



0 = pr—

RwRy) = DO

Po(@) P (y) + Pi(2) B (y) = 152(2%52(9)

Bo(@)By" () + Bi(2) P () + Po() By () = ﬁ@%f@

Po(x) P () + Pu(@) BPy(y) + oo+ Pos(@) PSP (y) =

r—Yy
ﬁo(z)ﬁél_g(y) + §1(3§)é§2_)3(y) +...+ ﬁn—z(ﬂf)ﬁén_l)(y) _ Pnl(ﬁa): : jnl(y)

y las multiplicamos, respectivamente, por

[dn n—1~--d21] (_dlﬂ’b)
[dnn—1...ds2] (—da)
[dnn—1...ds3] (—d3.)
[dn nfl...d54] (—d4’n)

[dn,n—l] <._dn—1,n)
(y - dn,n) )

sumando, sacando factor comin los primeros polinomios de cada producto y te-
niendo en cuenta la férmula (1.7) con j = 1,2,...,n — 1 para la parte izquierda y
la férmula (1.1) para la parte derecha, resulta entonces que:

Po(2) P, (y)+Pr(2) P2, (y) 4.t Byo () PV (y) =

14



1] (—din) Bo(@) + [y 1. ds] (—don) Py (2)

r—y

+ [dnpr...das] (—ds) Po(x) + [dp1...dsa] (—dan) Ps(z)

+...+ [dn,n—l] <_dn—1,n) Pn_Q(l’) + (y — dn’n)Pn_1<J} ]
! ([dnn1--.d21] (—di ) Po(y) + [dpno1.-.dsz] (—do,n) Pr(y)

=Y
—+ [dn,n—l---d43] (—dgm) ﬁgfgy) —I— [dn,n—l---d54] (—A/d47n) ﬁg(y)
+... + [dmn—l] (—dn_1,n) Poa(y) + (y — dn,n)Pn—l(y)]
= L B) - (= dan)Pas(0) + (g — du) Prr(2)] —

- 1 ~
o=y L7 ! I_yPn(y)
T —y T —y ’

de donde, simplificando y pasando al primer miembro este tltimo sumando, que
es

Po_i(z) = Poy(2) B (y),

resulta

5 5 = o D Hn ﬁn x)— Pn Y
AP\ ) + BB ) + o+ Pua () () = D=0,
es decir, la primera de las férmulas buscadas. Luego se cumple en el caso n, y la
expresion es por tanto cierta.

Finalmente, si hacemos tender y hacia = en (3.1), obtenemos la férmula (3.2),
lo que concluye la demostracion. O

Corolario Con las hipdtesis del teorema, son vdlidas las formulas siguientes para
polinomios normalizados:

n 1 3 k) ﬁn(*r> - ﬁn(y)
Py y(z)P - , 3.3
Sidig 10 F () r—y (3:3)
——Pia(@) P (x) = (), (3.4)
k=1 Akt 1k
D1
traza ((I,z — D,)™') = A”<Z). (3.5)
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DeEM. Utilizando la normalizacién

Po(2) = [dngimdon] Pa(2) y  PW(2) = [drsopsrodnirn] P (2),

las férmulas (3.1) y (3.2) se convierten en (3.3) y (3.4). Para demostrar la férmula
de la traza, dada por (3.5), utilizamos los valores de la diagonal de (I,,z — D,,)™ !,

calculados en el Teorema 1 y dados por (2.1), obteniendo

traza ((Iz — Dy)~Y) = kil(lnz — D) [k K]

n Poi(2)P®,(2)
k=1 dpy11Pn(2)
n Piy(2)PP(2)  Pi(z)

1
P.(2) k;l i1,k ~ D(2)

habiendo utilizado (3.4) en el tltimo paso. Esta férmula de la traza es una ex-
tension de la férmula que se encuentra en la pdgina 241 de [11] y es relativa a la
tridiagonal de Jacobi. U

4. Algunos ejemplos

Vamos a ilustrar el funcionamiento préctico de algunos de los resultados proba-
dos, para ello elegiremos unos PO sencillos. Establezcamos algunos resultados
introductorios. Dada la sucesién

o (—1/3)%,-1/3,1,—1/3,(=1/3)%, ...

es decir ¢, = (—1/3)I", n € Z, construimos con ella la matriz de Toeplitz infinita

1 -1/3 1/9 -—1/27 1/81

~1/3 1 -1/3 1/9 —1/27

1/9 -1/3 1 —1/3 1/9

=1 _1/27 19 -1/3 1 -1/3
/81 —1/27 1/9 -1/3 1

16



Obviamente es simétrica y es fécil probar por induccién que es HDP, ya que
se cumple que |T),,1| = 23"/3%", n = 0,1,.... Se tiene por tanto que 1/k? =
lim,, oo |Trat1|/|Tn| = 8/9 > 0, luego se trata de un caso que satisface la condicién
de Szegd.

Averiguemos su sfmbolo. Se tiene que

o)=Y (_?1> B R

= w(t)=

8et? B 4
(e +3)(3e +1) 5+ 3cos(f)

Se comprueba facilmente que

1 [ 4
— ————df = 1.
27 /0 5+ 3 cos(f)

La sucesién de PO, que se calcula, como sabemos a partir de

Co C_1 e C,(nfl) C_p
1 C1 Co cvo Co(n—2) C—(n-1)
VTl [T
Ch—1 Cp—2 ... Co C_1
1 z ... vl 2"
con
Co C_1 Ce C,(nfl) C_p
C1 Co coo Co(n—2) C—(n-1)
Toal =1 & 0 0 o
Ch—1 Cp—2 ... Co C_1
(&% Cp—1 .- C1 Co

en este caso, tras calculos elementales, queda

Bx) =1, Pi(2) = %ﬁ <z + %) Bl = ¥ <22 + %z) ,

Py(z) = %ﬁ (23 + %,22) B =22 (24 + %z?’) ,



En general tendremos que la sucesiéon de polinomios normalizados es

~ 3V2 1
P.(z) = T\/_ (z” + gz”_l) , n>1.

Resulta inmediato comprobar que

I N N 4
— Pi(eP.(ei0)————df = ...
27 J, 5(e7) Pile )5—1—3008(0) o

(4.1)

Por otro lado la matriz de Hessenberg asociada, véase [7], se calcula a partir de
la descomposicién de Cholesky de T, = C,,C#. Llamamos T/ a la matriz infinita
de orden n x n que resulta de eliminar en 7" su primera columna, se tiene que

D, =C'T!C 1y queda

~1/3 00 0 0
2/3v/2 0 0 0 0
0 100 0
D= 0 010 0
0 001 0

Puede probarse que D define un operador cuasinormal en ¢, ya que si M es
de Toeplitz y definida positiva, entonces D siempre es cuasinormal, aunque no
evidentemente con una forma tan simple como en este caso, es decir se cumple

D(DHD) = (D¥D)D.

En lo que sigue ilustraremos las identidades (3.5) y (3.1). Calculemos la matriz

(I,z — D,)™', obviamente es

z+1/3 0 0 0
—2/3v2 2z 0 0

I2—D = 0 -1 =z 0 7
z

0 0 -1
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y resulta

3
0 0 0

3z\7_1

2V/2 1
— - 0 0
2(3z+1) =z

(I—Dyt=| 2v2 1 1 (4.2)

22(3z24+1) 22 =z

22 1 1 1
23z+1) 23 22 2

Una vez establecida esta introduccién pasemos a poner los ejemplos que nos
interesan.

Ejemplo 1

Ilustremos la primera férmula del Teorema 1, es decir el resultado que permite
calcular los elementos de la resolvente cuando j > k, en funcién de los PO y los
desplazados.

Hemos visto que para este producto escalar tenemos una resolvente (4.2) que
es triangular inferior y no necesitamos la férmula completa.

Veamos que se cumple

1 Pi(2)BY)(2)

I.z—D,) ), k] =
( )~ K] Iy P2)

En efecto, elijamos n = 4, tenemos que los normalizados desplazados que aparecen
en la anterior expresion son:

~

(1 (2 3 (4
PP () =23, PP(z) =22, Pz)=z PY(z)=1.
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5 5(1) 3
1] — P ()P (2) _ 1.2z _ 1 3

dor Py (2) 22 . 3v2 (14 4 143) 41T 3241
2,1] — 13171(z2\]34(3)2(z) _ 1. 22 _ 92,2
dsa Py(2) 1-3Y2 (44 153)  32%+2
2,2] — ﬁ2—1(Z)A]34(3)2(Z) _ B2 (z44)- 22 _ 3241 1
d32Py(2) 1. % (24 + 1z3) 3242 2
3.1] — ﬁl—l(zlﬁii):;(Z) _ 1.2 _ 2v/2
dzPy(2) 1. ¥ (Z4 + %23) 323 + 22
3,2] — ﬁ?—l(zlﬁﬁ)s(z) _ B2 (z+3) -2 z +1§ 1
dsPy(2) 1- %5 (24 + 123) B4 l2 T 2
I S10) YO GRS OIENNEES S
dazPy(2) 1. % (24 + %23 A+ Ls
w1 — ]31_1(2)Aﬁif)4(z) _ 1-1 _ 2,2
d54Py() 1-3Y2 (544 13y 324420
[4,2] — ]32*1(21134(?4(@ I S Gt ) I S S T
ds4 Py(2) 1. %5 (24 + 123) 3244 23 .3
4,3] — Pa@Plz) _ 2P (P4g)1 e 1
dss Py(2) 1-3Y2 (44 L8) 32042 2
[4,4] — ﬁ4—1(zlﬁﬁ)4(z) _ 22 (4327 -1 _ 323 + 22 _ 1
ds4Py(2) 132 (x4 4 123) 3244 23 2

Vemos que los [j, k] anteriores coinciden con los elementos de la matriz inversa de
(I4z — D) calculada directamente, y que hemos obtenido en (4.2).

Ejemplo 2 Comprobemos que se verifica

traza ((I,z — D,)~Y) = ]3’/18- (4.3)

Inspeccionamos la resolvente, véase (4.2). Sumando la diagonal principal ve-
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mos que el término de la izquierda en (4.3) para una matriz n X n vale

3 -1 3 1) -1
traza ((I,z — D,)™") = 4+ _n3+1)

— n > 1.
3z+1 z 322+ 2

) -

Por otro lado calculamos el valor de la derecha en (4.3), se tiene que

P (z) = 3\/_( "‘1+"—_12"—2) =

y se da la igualdad.

Ejemplo 3 Ilustremos también con un ejemplo la suma de productos combinados

es decir B N

Z ﬁkfl(x)]gék_)k@) = Pn(xx) : yPn(y). (4.4)

k=1

Consideremos un n concreto, escojamos por ejemplo n = 4. Calculemos en
. 4 B =k . . . , .
primer lugar >, _, Pk—1($)Pi,)k (y). Los diferentes polinomios ménicos que apare-
cen en la férmula son

Piy(x) =1 PV (y) = o*
j2 _ ..t B () o2
h_1(z) =+ 3 22(y) =y

~ 1 ~

Pys(a) = a® + ga PPi(y) =y
1 ~

Pia(z) =a® + 5o Po(y) = 1.

Se cumple por tanto

1 1 1
ZPM @PEW) =+ 3y + vt syr by gatbat (49)
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Por otro lado calculamos directamente el cociente de la derecha de (4.4), se
tiene

Pila) = Pily) _ (' 430~ '+ 4y _atoyt 1 (20
r—y

r—y T —y T —y 3

1
:x3+x2y+xy2+y3+—(x2+xy+a:y2) =

3
3,1 o o 1 o, L o 3
=y —I—gy ~|—yw~|—§yx~|—yx +§ZL' + 7,

luego efectivamente se cumple la identidad.

Ejemplo 4 Si hacemos que y — =z, resulta que para n = 4, la férmula derivada
es

> Pii(2) P (x) = Pi(w).

Haciendo y = x en (4.5) se convierte en 4x3 + 22, y es claro que

~ d 1
Py(z) = . (x4 + 5333) = 4a® + 2?,

luego se da la igualdad.

5. Aplicaciones

5.1. Propiedades de extracciéon y expresién integral de los polinomios
asociados

Una sencilla propiedad nos permite extraer polinomios en un integral, cambiando
la variable.

Proposicién 1 Sea p una medida de Borel finita y positiva con soporte compacto
Q = supp(p) y sea {P,(2)} la correspondiente sucesion de polinomios ortogonales
normalizados, si es j < k y z ¢ €, se tiene que

/ B)Pw) oy~ 502y P ) 4 ), (5.1)
Q

zZ—w QZ—Ww
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DeEM. Es inmediato que

P [y = [ B g

Z—w Z—w
P - P = P:(w)P,
Q zZ—Ww Q zZ—Ww
P;(w)P
Q Z— W
P;
ya que ( i ” () es un polinomio en w, de grado j — 1. Il

Proposiciéon 2 Sea p una medida de probabilidad con soporte compacto 2 =
supp(u), sea {ﬁn(z)} la correspondiente sucesion de polinomios ortogonales nor-
malizados y sean {ﬁyﬁ)k(z)} los polinomios asociados, sies 1 <k <n vy z ¢ Q,
se verifica que

P, (2) = et [ BV R ). (5:2)

DEM. A partir de la férmula de la suma de productos combinados (3.3), escrita
para z y w, tenemos

PP ) =
PP w) =

multiplicando por ﬁk_l(z) e integrando con respecto a la medida pu(z), queda

Pea(2) 3o ——Pyo1(2) Y (w)du(2) =
/7 | A

Haciendo operaciones con el primer miembro

/Q<2i: a+1gﬁk ()P )ﬁéj—)ﬂw)) dp(z) =
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=3 ([ PP ) B w) = B w)

=1 it A1 "
yva que todos los términos del sumatorio son nulos, por la ortogonalidad, salvo
aquél en que es j —1 = k — 1, en cuyo caso el paréntesis es igual a cq, resulta que

P w) /ﬁn(z — Py(w)=
dit1,k Q

Intercambiando los papeles de z y w, se obtiene finalmente

P (w) _ / Pu(2) = Pu(w)5——
dit1,k Q

como querfamos probar. (I

La importancia de esta proposicién, aparte de su generalidad, es que nos per-
mite obtener una expresion integral de los polinomios desplazados y una férmula
de extraccién general que obtenemos en la Proposicién 3 més general que (5.1) que
es valida solo si £ < n. Ademés, en el caso k = 1 se obtiene, pasando a ménicos,
la conocida férmula del caso real, con coo = Sy = 1, siempre que z ¢ 2, se cumple

A= | Pul2) = Paw) g, (5.3)

Coo Z—Ww

Operando en (5.2) después de sustituir n y k — 1, respectivamente por j y
k, obtenemos la siguiente Proposicién, que para una medida de probabilidad con
coo = 1, toma la forma:

Proposicién 3 Sea p una medida de probabilidad con soporte compacto S, sea
{P.(2)} la correspondiente sucesion de polinomios ortogonales normalizados y
sean {ﬁrg@k(z)} los polinomios desplazados, si z ¢ €, se wverifica la siguiente
formula de extraccion general, vdlida Vj, k € N, con j > k:

/ Mdu(w) _ ﬁj(z)/ Mdu(w) G0 PR ) (5.4)

k
Z—w Q7 — W dptok+1 7
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5.2. Férmula de Christoffel-Darboux generalizada

En el caso real los n-nicleos se definen por la férmula
k=0

y la férmula de Christoffel-Darboux, escrita para polinomios ménicos, nos dice
que, si x # y, se tiene que

> Pl Fufy) = Tt = B (),

En el caso hermitiano no existe una férmula semejante. Los n-niicleos se definen
por

Ko(z,y) =) Pu(@)Puly),
k=0

para que se cumpla que K, (z,y) = K,(y,z). La correspondiente férmula, dada
por la Proposicién 4, es mucho més compleja, como ocurre con la mayorfa de las
férmulas en el caso hermitiano.

Proposicién 4 Sea una matriz HDP infinita, sea D = (d;;)$5 la matriz de Hes-
senberg correspondiente, entonces se tiene que

PY D (@)PY (y) — BY D (y) PV, (x) = (5.5)
= (z—y)PY . (z)PY.(y)
n—j SOP . . .
A gy sz iy o] P51 )P, (@)= P20 P, 1 (w)].

DEM. Escribamos la férmula de recurrencia larga (1.2) para n en z y para n + 1
en y, tenemos

PY V() = (z—dy)PY, 1 (2) + [di,) (—dj ) P (@)
+[dj1jdjazgi] (—djja2) PUE2s (@)
+ [djsrgdirajidiss jve] (—djas) P, (@)

o [z ginedn-tn-s] (~djn-1) BV ()
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FSLW) = = di) P2 ) + ) (=di) B (0)
i gz ] (~djgea) PBL75(0)
1 djr2g01dj 13 542) (=dj g s) P55 ()
o+ [dj1jdjragedin-2) (~djn1) PV (y)
+[djs1gdjszge1-Anotn—adnn] (—djn) B (y)
Es claro que la iltima igualdad tiene un sumando més que la anterior. Mul-
tiplicando la primera de ellas por ﬁ,(i) (), la segunda por pY (x) y restando,

n—j—1
queda
o o
PYD(@)PY (y) — BYD () BY,_ (x) =

n—j n—j

= B2 = diy) B (2) + [dy ] (—dgan) B ()
+ [djsrgdiaz i) (—dja2) PO (@) + [disnydisajodyas o) (—djjas) P, (@)
o (i1 a1dn 2] (=) P (@)
~B @)y — di) B (9) + (i) (<) B ()
+ (gl i) (—digae) P25 ) + [disr gdjenjadies o) (—djjes) P55 ()
oo+ djr1dj0 541 dn1n2] (_dj,n—l)ﬁl(n_l)(y)
+[djdjea gt dntn-adng—1] (i) B3 (y)]

= (@—9)P @) P)
] (~digi) [P0 P (@) = PO, (@) P )]
dasdngi] (—dssia) PO (0) P2 (@) = P, (2) PP, (y)]
+...+
1200 i) (=dino) | B2 )R () = B2y (@) R0 )
J+1,5%5+2,5+1--Yn—1,n—2 Jn—1 n—ji\Y) L0 € n—j—1\L )17 Y

+ [djs1jdjs 1. dp1n—2dnn-1] (—djn) [0 ~ PV, ()P (y)}
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= (@—yB L @)P)
di1) (digi) [P @) P () = PO () P, ()]
iz (digie) [P (@) PI () — B2 () PO, ()]
)

+ [djs1,idje2 410543 542] (djj+3) [éﬁj_)j_l(lf

+...+

+dj1gdsrzitdntna] (dins) | B0 (@) P (y) = B () BV ()
G4+1,j Aj+2,54+1---On—1n—2] \Gjn—1 n—j—1\T)11 Yy n—j\Y)L0o 'y

+[dj1,dj42, 541 Ap-1,n—2dnn-1] (djn) [ﬁé‘i)j—l(x)ﬁén) (y) — 0]
= (@= 9P @R )

5 W) [ dyingera] [P 1@ P, () = LGP, (@)

lo que prueba la proposicién. Esta férmula generaliza la Proposicién 2.10 de [2]
que es una mezcla de Christoffel-Darboux. U

A partir de esta férmula general, haciendo z = y = 2z, resulta la férmula
siguiente que es otra generalizacién del Corolario 2.11 de [2]:

PYUN)BY () — PYY ()BY,_1(2) = (5.6)

= z< dijir) [djrjdisnginediprgir] | P, (2) PO () = BY () PYED ()],

que nos permite calcular una cierta diferencia de productos de polinomios asocia-
dos consecutivos, semejante a la del primero de sus corchetes, que es del mismo
tipo.

Por otra parte, haciendo j = 1 en la férmula general (5.5), resulta:

Py ()P (y) — Pu(2) P, (y) = (5.7)

= (2 —y) P, (x) P (y)

n—1 N —~ ~
+ Y (dusa) [dondsoedpyr ] | PO (y) PUEY, () — PO, () PUE, ()
r=1
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Esta es otra generalizacién del Corolario 2.8 de [2], que es una relacién bien
conocida.

Proposicion 5 En las mismas condiciones, para polinomios normalizados se tiene
que

I I
PYUD(@)PY(y) — PY D ()PY_ () = (5.8)
IR L7 e1C)
djy1,5

45 [ﬁ(j)

(PO, () PED, (2) = PO () P, ()]
r=1 Wi4r+1,5+r

n—j—r—1
yque
o o
BPUV(2)PY) (2) - BUY (2)PY_ (2) = (5.9)

n—j d','+r ey iy . iy
= X 7 2 BB - BLGRED L)

DEM. Normalizando en (5.5) se tiene que

i1 ey i ey
PT(LJ_J- )(x)P(J_)j(y) - Pr(LJ—jJr)l(?J)Pr(LJ—)j—l(x) =

n

o~ (-1 50
P @PE ) LW Rl @)

—J

[dj1 o lpn ] [djr2jirlnirn] i1 dniin) [z 1 -nni]
1 s .
(9) (9)
= x—y) P (z)P,"(y) +
[dj15--dns1n] [djr2 41 dn 1] (@ =P @R )

n—j ~ —~ ~ .
X () Wyan g dyengiora] | P2, 0) P (@) = P2, (@) P, ()]

n=j .. ~ ~ . P
# 3t TR0 ()P (@) - BY, L)Y, ().

n—j—r—1
r=1 dj+r+1,j+r

Y haciendo = = y = z, resulta la segunda parte. U
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Basta hacer j = 1 en (5.9) para obtener:

P 1(2)PY)(2) = Pu(2) PYy(2) = (5.10)

n—1 d —~ —~ —~ —~
= 5 P RO, () B (2) = PR () P (2)]

d n—r—1 n— n—r—2
r=1 Wr4+2r+1

Proposiciéon 6 En las mismas condiciones, se verifica la siguiente formula:

EV (P (2) = BB, (2) = (5.11)
—djj —djjp2 0 —djpr —djn
z=djtjm1 —djrgre 0 —dipin1 —djpan
= (dypaa)lm ]| T g T T T
(:) 0 o Z—dn:_1,n—1 _dn:—l,n

DEM. Consideramos el polinomio asociado éﬁj_ ;21(z) en forma de determinante

z—dj;  —djjn —djjr2 0 —djna ~djn
—djy1; 2 —djpre —djpgee 0 —dipin-r —djpam
]5(]',1) ( ) 0 —dj+2,j+1 2 dj+2,j+2 _dj+2,nfl —Uj+2n
. Z) =
n—j+1 . . . . .
0 0 0 2 dn—l,n—l _dn—l,n
0 0 0 e —dp -1 2 —dyn

y le aplicamos la regla de las cuatro esquinas o identidad determinante de Sylvester,
véase [4], pagina 31, o bien [5], paginas 6 y 7, resulta
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(-1
Pn]fj+1

n

(2)PY,_\(2) =

pu-b

n—j

(2)PY.(2)

—djy1; 2 —djy1541 —djirgee —djy1,n-1
0 —djtzir1 2= i —djt2,n-1
- : : : : x
0 0 0 zZ — dnflynfl
0 0 0 —dpn—1
—djj+1 —djjt2 —djn— —djn
z2—djr1501 —djjee —djy1n-1  —djiin
X —dj+2,j+1 2 dj+2,j+2 _dj+2,n—1 _dj+2,n
0 0 2 dn—l,n—l _dn—l,n

y teniendo en cuenta que el primero de estos determinantes
[(=dj+1,)...(—=dnn-1)] , se obtiene la férmula indicada.

es triangular y vale
O

Las férmulas (5.6) y (5.11) son dos expresiones de la misma combinacién de
polinomios.

Observamos que el primer miembro de la férmula (5.11) es la diferencia entre
dos polinomios moénicos de grado 2n — 27, mientras que en el segundo miembro
tenemos un determinante de orden n — j, representando un polinomio de grado
n—j—1.

pi-1)
Pnj—j—i-l

. . . . (-1 et g
Esto nos indica que los polinomios P,(Lj_j )(Z)Péj_)j(z) y (Z)P(j)j_l(z)

tienen iguales sus primeros n — j + 1 coeficientes.

El hecho de la igualdad de los primeros coeficientes es especialmente interesante
si hacemos j = 1, pues en este caso resulta que los polinomios

Pia(2)PY(2) vy Pu2)PYs(2),

de grado 2n — 2, tienen iguales sus n primeros coeficientes.
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Por tanto, la sucesion {ésl_)l(z) /P,(2)} sera de Cauchy en cuanto que tienda
a cero el cociente
Qn—Q(z)

Pou(2)Paa(2)
donde es @, _2(z) = ﬁn,l(z)]g(91(z) - ﬁn(z)ﬁéyz(z)

n

Ejemplo 5 En el caso tridiagonal, real o complejo, resulta que los dos deter-
minantes que aparecen en la demostracién de la Proposicién 6 son triangulares,
desaparecen los signos menos, y por la simetria queda, en el caso real

n—1

-1 10 1

P,EJ_] )<JI)P7§]_)]( ) Péj ]_,_)1( Hdz—Hz 1,0+1 — H z—l—lz Hr)/z
i=j

(5 12)
y en el complejo, como d;11,; = d; 41, resulta

n—1 n—1 n—1 n—1
=7 2

[ disridiiin =] dissadicis = [ [ 1diisal® = [ 7

=7 =7 =7 1=

En particular para j = 1 resulta la relacién clésica, véase [5], férmula 4.4 de
la pagina 86,

Poa(@) B2 () = Po(a) P2 (@) = [T

andloga también al Corolario 2.8 de [2].
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