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Resumen:

El presente trabajo parte del tridngulo aritmético y los niimeros combinatorios,
para estudiar algunas de sus aplicaciones, generalizar el concepto de matriz de
Pascal, permitiendo que la primera fila y la primera columna sean sucesiones
cualesquiera de nimeros reales o complejos, y estudiar la relacién de las matrices
de Pascal con las matrices de Toeplitz y con las transformaciones binomiales, para
relacionar de modo algebraico estas dos clases de matrices, en cuanto a si son o
no son matrices hermitianas, si son o no definidas positivas y si son o no matrices
de momentos.
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1. Tridngulo de Pascal

El tridngulo que contiene los valores de los niimeros combinatorios se ha lla-
mado triangulo aritmético, tridngulo de Tartaglia y tridngulo de Pascal. El nombre
que se utiliza con més frecuencia es tridngulo aritmético de Pascal para diferen-
ciarlo del tridngulo infinitesimal o tridngulo caracteristico que Pascal utilizé en la
cuadratura del seno.

1 — fila 0
1 1 — fila 1
1 2 1 — fila 2
1 3 3 1 — fila 8
1 4 6 4 1 :
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 35 21 7 1
1 8 28 56 70 56 28 8 1
1 9 36 84 126 126 84 36 9 1

La razén de haberse llamado tridngulo de Tartaglia radica en que en el General
trattato di numeri et misure, libro péstumo e incabado publicado en seis tomos en
Venecia entre 1556 y 1560, Niccolo Fontana, también llamado Niccolo Tartaglia de
Brescia (~1500-1557), utiliza el tridngulo aritmético en un célculo combinatorio y
en la bisqueda de raices de indices superiores. En ese libro aparece el rectangulo
de la izquierda siguiente.

36 120 330 792

1111 1 1 111 (1|1
11 1 1 1 1 1123 6 7 9
1 2 3 4 3 6 11316 |10] 15 | 21 | 28| 36
13 6 10 15 21 11411020 35 | 56 | 84
1 4 10 20 35 56 1151535 | 70 | 126
1 5 15 35 70 126 11621 |56 | 126
1 6 21 56 126 252 17128 |84
1 7 28 84 210 462 1|81 36
1 8 119

1




La razon de que sea conocido como tridngulo de Pascal es porque Blaise Pas-
cal (1623-1662) estudi6 las propiedades del tridngulo, relacioné el estudio de las
probabilidades con el tridngulo y descubrié y demostré la propiedad de la suma
de términos de una diagonal mediante el uso de la induccién completa, en un es-
crito postumo de 1654 titulado Triangle arithmetique, donde aparecen los niimeros
combinatorios con su expresion general y algunas de sus propiedades. El tridngulo
de Pascal aparece como estd en la figura derecha anterior, en forma matricial. Sin
embargo el concepto de matriz no aparecera hasta varios siglos después.

La primera vez que el tridngulo aparecié impreso en una obra fue en 1527, en la
Aritmética de Petrus Apianus (1495-1552), un siglo antes de que Pascal estudiase
sus propiedades. Ni Tartaglia, ni Pascal, ni Apianus inventaron el tridngulo, que
era conocido mucho antes en India y en China.

Umar Khayyam (~1038-1123), autor de Algebra, dice conocer el método para
hallar las potencias del binomio en un obra que no ha llegado a nosotros. Esta regla
se conocia en China en la misma época, pero debe tratarse de un descubrimiento
independiente porque apenas habia comunicacién en esa época.

Nasir al-Din al-Tusi (1201-1274) public6 en 1255 la Coleccion aritmética con
ayuda de la tabla y el polvo, que contiene los elementos de los exponentes hasta la
fila 12 en forma de tridngulo y la propiedad de la suma de nimeros combinatorios
consecutivos. Es muy posible que este resultado no llegara a tiempo a Europa y
fue preciso volver a descubrirlo.

Las obras de Yang Huei (1261-1275) incluyen el tridngulo de Pascal hasta la
sexta fila y lo mismo en otras obras chinas hacia 1100. Sin embargo, es mas
conocido por aparecer publicado en el Espejo precioso de Chu Shih-Chiech (1280-
1303). El espejo precioso contiene una diagrama del tridangulo hasta la octava
fila. Chu lo llama "diagrama del viejo método para hallar potencias octavas y
menores".

En la obra de Al-Kashi (;7-~1436) se encuentra también el teorema del bi-
nomio en la forma de tridngulo de Pascal, un siglo mas o menos después de la
publicacién en China y un siglo antes de que apareciese impreso en libro en Eu-
ropa.



Para conocer més detalles de la interesante historia del tridngulo, véanse [1],
(3], [4] v [6], entre otros.

2. Numeros combinatorios

Recordamos que si n es un nimero natural, se define factorial de n, y se denota

por n!, al nimero
nl=nn-1)(Mn-2)---3-2-1,

producto de los n factores consecutivos decrecientes que existen entre n y 1.

De la propia definicién de factorial se deduce la validez de las dos férmulas
siguientes
(n+1)!
n+1
Admitiremos por convenio que 0! =1y que 1! = 1.

n! =n(n—1)! nl =

El nimero de combinaciones n-arias que pueden obtenerse con m objetos dados
estd dado por C] y este nimero coincide con el nimero combinatorio y suele

escribirse en la forma |
m m!

Cr = S

n n! (m —n)!

Propiedades importantes de los nmiimeros combinatorios

1. Nuameros combinatorios extremos:

@)= G)

2. Niumeros combinatorios complementarios:

()= ()

3. Suma de ndmeros combinatorios consecutivos:

() ()=o)
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4. Suma de una fila completa de nimeros combinatorios:

@)+ () () e () )=

Las demostraciones de todas estas propiedades son triviales a partir de la
férmula con factoriales y aparecen en los libros de Célculo de probabilidades y de
Matemética discreta.

Estas propiedades y muchas otras se encuentran reflejadas en el llamado tridn-

gulo aritmético o de Pascal, que es una disposicion triangular de niimeros combi-
natorios, en la que las primeras filas son las siguientes:

()
(5) :
(2
(5)

Hay otras propiedades interesantes, las dos siguientes fueron descubiertas y
demostradas por Pascal en su Triangle arithmetique:

5. Suma de una diagonal hasta un nimero combinatorio concreto:
m n m+ 1 n m + 2 T m+h\  (m+h+1
0 1 2 h - h ’
(m) <m+1) (m+2) (m+h) (m+h+1)
+ + +- = .
m m m m m+1

La Propiedad 5 nos dice que la suma de términos consecutivos de una diagonal
que comienza en el borde es igual al nimero de la fila inferior que forma con la



anterior un dngulo recto, y puede hacerse con diagonales paralelas a una u otra
diagonal extrema, como puede verse en la figura siguiente

EJjEMPLO 1. Tomando nimeros combinatorios a partir del ((5)) se tiene que
5 . 6 N 7 N 8\ (9
0 1 2 3)  \3
EJEMPLO 2. De forma andloga por simetria resulta que
1 . 2 n 3 . 4\ (5
1 1 1 1) \2

EjEMPLO 3. Sila suma de términos de una diagonal no comienza en el borde,
basta restarle la suma de los anteriores obtenida del mismo modo, por lo que

() () (0)-6)-C)



Demostracion de la Propiedad 5:
Utilizando sucesivamente la Propiedad 3 podemos escribir:

() = GrD =)

() = (702 )+ (")

(07 = O ) 0)
(") = () ()
(") = () ()
(") = ()

donde cada primer miembro coincide con el primer sumando de la parte derecha
de la linea anterior. Sumando y cancelando los términos iguales resulta

(1) (1) 1)

Pasando a complementarios en ambos miembros, se obtiene la segunda opcién
de esta propiedad:

m+h+1 m m+1 m+ 2 m+h
= + + + .
m+1 m m m m
6. Propiedad del rectdngulo:
St se trazan dos paralelas a las diagonales extremas formando un rectdngulo, la

suma de todos los nimeros interiores al rectangulo mds una unidad es el nimero
que ocupa el vértice inferior externo al rectdngulo.



EJEMPLO 4. Si sumamos los nimeros que hay dentro del rectdngulo de la figura:

y anadimos una unidad, la suma es
@+O+E+E+E+A+E+E)+@+Q)+G)+E)+1=0)
es decir

I+1+1+1)+(14+2+34+4)+(1+3+6+10)+1=34+1=35.
Demostracion de la Propiedad 6:
Sea (7;) el nimero combinatorio que ocupa el vértice inferior externo al rec-

tangulo. Tenemos que sumar todos los nimeros que estdn dentro del rectangulo,
lo hacemos agrupando los paralelos a la diagonal externa de la izquierda y son

() () (") +
(e )-



Utilizando la Propiedad 5 para cada una de estas lineas, la suma anterior es igual

que (k11>+@+(k—§1)+...+(mk_1>,

y volviendo a aplicar la Propiedad 5 a esta suma, en la que falta (

[

por tanto, la suma de todos los niimeros combinatorios del rectdngulo, aumentada
en una unidad, es igual al niimero combinatorio (’:), situado en el vértice inferior
externo al rectdangulo.

k—2

0 ) =1, resulta

Calculo abreviado de una fila sin conocer las anteriores. La fila m es claro que es

() (- 05)- ()

Para pasar de un término de esta fila al siguiente bastard multiplicar convenien-
temente. Como son

m B m! B m! m—*k (m\m-—k
k+1)  (k+D!m—k—-1)! klm—-kE'k+1 \k)k+1’

tenemos que mutiplicando un nimero combinatorio por la fraccién del final se
obtiene el siguiente nimero combinatorio de la fila.

EJEMPLO 5. Siqueremos calcular la fila 11 del tridngulo, sabemos que los primeros
términos son
1, 11, ...

los siguientes se van obteniendo del siguiente modo:

11-1 10

11- — 11.— =55
1+1 2 ’

5. 172 e 9 65
24+1 3
11—3 8

165 - — 165- - =330
3+1 4 ’
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donde la fraccién por la que multiplicamos va disminuyendo en 1 el numerador y
aumentando en 1 el denominador. La fila 11 es, por tanto:

1, 11, 55, 165, 330, 330%2462, 462-%2462, 330, 165, 55, 11, 1.

3. Aplicaciones de los nimeros combinatorios

Coeficientes del desarrollo del binomio

Para calcular las potencias del binomio (a + b)" se puede utilizar el tridngulo
aritmético, lo que evita tener que hacer n — 1 multiplicaciones. Si n es pequeno
se construye el tridngulo hasta la fila n, si es grande se utilizan los nimeros
combinatorios.

EJEMPLO 6. Para calcular (a+ b)® miramos los niimeros de la fila 5 del tridngulo,
que son 1, 5, 10, 10, 5, 1, y se tiene que es

(a+b)° = a® + 5a’b + 10a°* + 10a®b* + 5ab* + b°.

En general la férmula del binomio de Newton es

n __ n n n n—1 n n—212 n n—1 n n
(a+0) _(0>a —|—<1)a b—l—(2>a b + +(n_1>ab +(n>b,

que puede demostrarse facilmente por induccion.

Niimero de caminos en una ciudad cuadriculada

Si estamos en una ciudad con calles perpendiculares y queremos ir de un cruce
a otro por un camino corto, tenemos muchas posibilidades o pocas dependiendo
de donde estén situados los cruces elegidos.

EjeEmpLO 7. El siguiente plano es de una ciudad donde se representan algunas
de las calles. Una persona que se encuentra en el cruce A desea ir al curce B
haciendo recorridos en horizontal a la derecha y en vertical hacia abajo para que
el camino sea uno de los m&s cortos posibles. Se desea saber cudntos caminos de
longitud minima se pueden seguir para ir del cruce A al cruce B.
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El niimero de caminos posibles es el niimero de ordenaciones que se pueden
hacer con las letras hhhhhhvvv, y coincide con el mimero de combinaciones C§,
es decir, elegir en qué momento se toman los seis caminos horizontales y en qué
otro los tres caminos verticales.

El problema se resuelve también con permutaciones con repeticion PRS’?’. Se
supone conocido que en el caso de permutaciones con repeticién de solo dos
modalidades, en este caso h y v, éstas coinciden con las combinaciones, es de-
cir PRS® = C§ = (J) = (}) = 84 caminos posibles.

En el librito de Uspenski, [10], se propone que llegan 2% hombres al punto A
de una ciudad mucho mayor y que en cada cruce la mitad van a un lado y la otra
mitad al otro, hacia la derecha o hacia abajo, recorriendo 1000 tramos de calle,
y se pregunta cudntos llegardn a cada punto? La respuesta es que la distribucién
de los hombres serd como la de la fila 1000 del tridngulo aritmético:

1000 1000 1000 1000 . 1000
0 )’ 1)’ 2 )’ 3 ) * \1000/"
Relacion con el aparato de Galton-Pearson

El aparato de Galton, o de Galton-Pearson, también llamado demostrador
geométrico de la probabilidad, es una tabla por la que se dejan caer bolas, fichas

12



o monedas que al chocar con los clavos pueden ir a un lado u otro con igual
probabilidad, como se observa en la siguiente figura:

EJEMPLO 8. En el aparato del dibujo, que tiene diez filas de clavos contando que
el primero distribuye la mitad a cada lado y hace las veces de fila 1, si dejamos
caer 2% bolas se distribuirdn aleatoriamente, unas veces de una manera y otras
veces de otras, pero en promedio se van a distribuir segiin los caminos que existen
para llegar a cada casilla final. Estos caminos son:

1, 10, 45, 120, 210, 252, 210, 120, 45, 10, 1,

que suman 2% = 1024 bolas.

Problema de los repartos
El problema de los repartos tiene su origen en la correspondencia entre Fermat
y Pascal. En 1654 tratan de este problema, del que Pascal dard su correcta

solucidn.

Se trata de determinar la cantidad que corresponde a cada uno de los jugadores,
dos o mds, cuando la partida se interrumpe de mutuo acuerdo por algiin motivo.
Algunos predecesores lo habia resuelto mal, pero Pascal proporciona una solucién
rigurosa basada en el tridngulo aritmético.

Pascal inicia el Célculo de probabilidades y define el concepto de esperanza
matemadtica. Los dos ejemplos siguientes nos lo da el propio Pascal.

13



EJEMPLO 9. Dos jugadores jugadores A y B han acordado jugar hasta que uno de
ellos haya conseguido 5 juegos. Si la partida se debe interrumpir cuando A lleva
tres juegos ganados y B lleva uno, jcudl es la parte de la apuesta que corresponde
a cada uno?

Lo que dice Pascal es que se consideren los juegos que le faltan a cada uno para
terminar la partida, en este caso al A le faltan 2 juegos y al B le faltan 4 juegos.
La suma es 6, por lo que debemos mirar en la fila 5 del tridangulo aritmético, esta
filaes1—5—10—10 — 5 — 1, que suman 32. Le corresponden al A los cuatro
primeros nimeros: 1+ 5+ 10 + 10 = 26, y la B los dos tltimos: 5+ 1 = 6, por
lo que sus probabilidades de ganar son 26/32 y 6/32, respectivamente. Asi que,
si la apuesta total que hicieron fue de 32 monedas, aportando 16 cada uno, le
corresponde llevarse 26 y 6 monedas.

Si lo hacemos utilizando Célculo de probabilidades, poniendo A cuando gana
el primer jugador y B cuando gana el segundo, los casos en que A termina siendo
ganador por haber completado sus cinco juegos son

AA,ABA,BAA,ABBA,BABA,BBAA,ABBBA, BABBA, BBABA, BBBAA,
y la probabilidad de que A resulte ganador es

p(A gana) = P(AA)+ P(ABA,BAA)+ P(ABBA, BABA, BBAA) +
+P(ABBBA, BABBA, BBABA, BBBAA)
I AN 1\ AN
- (5) +2(§) *3(5) *4(5) -
1 1 3 1 13 26

T 11T Ts T 3

Los casos en que B resulte ganador son
BBBB,ABBBB,BABBB, BBABB, BBBAB,
y la probabilidad de que sea B el ganador es
p(B gana) = P(BBBB)+ P(ABBBB,BABBB,BBABB,BBBAB) =

B 14+415_1+1_3_6
o\ 2 2] 16 8 16 32

14



EjEMPLO 10. Si se trata de dos jugadores que han apostado 32 doblones cada
uno, 64 doblones en total, y a uno le falta una partida y al otro dos para terminar,
como 1+ 2 = 3, miramos en la segunda fila del tridngulo, que es 1 —2 — 2 — 1,
cuya suma es 6, asf que la probabilidad del primero es

I1+2+2 5
6 6
y la del segundo es
1
67

por lo que en reparto les deben corresponder

5) 1 1 2
5 64 = 53 doblones y 3 auno y 5 64 = 10 doblones y 3 al otro.

Los niimeros figurados

Los ntimeros figurados son reminiscencia de los pitagoricos, los nimeros polig-
onales de la éoca de Diofanto de Alejandria, siglo III d.C., sin utilidad préctica hoy
en dfa. Los nimeros figurados aparecen en el tridngulo aritmético, como destaca
Pascal en su trabajo Divers usages du triangle arithméthique dont le générateur
est ['unité.

Los elementos de la diagonal extrema derecha del tridngulo aritmético son
todos unos. Los elementos de la segunda diagonal son los nimeros naturales,

17 2’ 37 4’ SRR (T

ya que cada uno se deduce del anterior suméndole 1. Los elementos de la tercera
diagonal se llaman triangulares, y cada uno se obtiene de la sucesién anterior,
sumédndole el nimero correspondiente de la sucesién natural. La expresion del
n-ésimo nimero triangular es, por tanto:

(W)= ()= ()= ()

n(n+1)
2

es decir,

142434 4+n=

15



y representa el nimero de puntos de una red triangular que tenga n en la base,
puesto que resultan por adiciones de los niimeros naturales sucesivos.

De forma andloga los elementos de la cuarta diagonal se llaman tridngulo-
piramidales ya que representan el nimero de puntos de una pirdmide que tiene
por base un tridngulo de orden n.

4. Primera generalizacion del tridngulo de Pascal

Vamos a formar un tridéngulo con la misma ley del triangulo aritmético, cada
término serd suma de los dos contiguos de la fila anterior, pero partiendo de una
primera diagonal a la izquierda con a,a,a,... y otra diagonal a la derecha con
b,b,b, ... En este caso no puede existir fila cero a no ser que sean a = b.

a b
a a-+b b
a 2a + b a—+2b b
a 3a+b 3a + 3b a+ 3b b
a da + b 6a + 4b 4a + 6b a+ 4b b

Para a = b = 1 se obtiene el tridngulo aritmético. Si es a = b # 1 tenemos el
tridngulo aritmético multiplicado por a, con las mismas propiedades.

Vamos a construir unos nimeros de Pascal relativos a este tridngulo. Para
distinguirlos de los anteriores, los escribiremos en la forma

)

16



El tridngulo con estos niimeros tendré la forma

N F N F I H A

0 1 2 3 4 5

y los valores de estos niimeros combinatorios serdn los del tridngulo de arriba.
Propiedades importantes de estos niimeros combinatorios

1. Numeros combinatorios extremos:

HECENHE

2. Niumeros combinatorios complementarios:

m (a,b) = [mf nJ (b, ).

La Propiedad 2 indica que los nimeros combinatorios complementarios pueden
obtenerse uno del otro si se intercambian a y b.

3. Suma de ndmeros combinatorios consecutivos:

(SRR

4. Suma de una fila completa de nimeros combinatorios:
m m m m m
.. = 9gm-1 )
o+ 1] el [ =2

17



5. Suma de una diagonal hasta un nimero combinatorio concreto:
m n m+1 N m + 2 P m+h|  [m+h+1
0 1 2 h B h ’
m n m+1 N m + 2 P m+h|  m+h+1
h h h h B h+1 |
Esta propiedad se verifica para todas las diagonales excepto para las diagonales
extremas. Si definimos el mimero de la fila cero en la forma

i

la Propiedad 5 se verifica también para las diagonales extremas en la forma
0 n 1 N 2 R hi  |h+1 L1
o] "1 T2 h T | n “
0 N 1 N 2 P Ll [h+1 C1ob
0 0 0 0] 1 '

6. Propiedad del rectangulo:

Si se trazan dos paralelas a las diagonales extremas formando un rectdngulo,
la suma de todos los nimeros interiores al rectangulo anadiendo a +b — 1, es el
nimero que ocupa el vértice inferior externo al rectdngulo.

La suma de todos los niimeros combinatorios dentro del rectdngulo contiene al
elemento w, que es 1. Si los nimeros del rectdngulo se suman segin la diagonal
extrema derecha, hay que sumar 1 — a, y si operamos sumando segtn la diagonal
extrema izquierda hay que sumar 1 — b. Estos niimeros sustituyen al 1 que era
preciso sumar en la Propiedad 6 de los niimeros combinatorios habituales.

Las demostraciones de estas propiedades no son necesarias porque seran un
caso particular de la siguiente generalizacién que vamos a hacer de los nimeros
combinatorios.

La Propiedad 3 la hemos tomado como definicién recurrente a la hora de
construir el tridngulo, donde cada término es la suma de los dos que estdn en
la fila anterior. Por tanto, lo que nos falta es una definicién de estos ntimeros
combinatorios independiente de los otros nimeros, lo que hacemos a continuacion:

18



Propiedad. Expresion de estos niimeros combinatorios: se verifica que

= (e ()

por lo que la expresién por medio de factoriales del nimero combinatorio es

[m - 1J m! m!

= b.
n+1 (n+1)!(m—n—1)!a+

n!(m —n)!
Demostracion de esta expresion por induccion completa.

Param=1yn=1es m =b,param=1yn=_0es m =a+b= G)aﬂL(é)ba
param =2yn=1es

o= (e (O

Supongamos que la férmula es cierta para m, n y n + 1. Por la Propiedad 3 es
m + 2 m—+1 m+1
— —|— —
n+2 n n+1
m m m
= a+ b+ a+
I A
B m N m N m
N n n+1 “ n—1
<m+ 1) (m+ 1>
n+1 n

5. Nimeros combinatorios generalizados

Gl

Vamos a cambiar la ley del tridngulo de Pascal poniendo como primera diagonal
a la izquierda los términos de una sucesién ag, ai, as, as, ... y la otra diagonal a la
derecha con los términos de otra sucesion by, by, bs, bs, ..., con ag = by. El tridngulo
generalizado tiene la forma

aop
ai by
ag a1 + bl b2
as a1+a2+b1 ai +b1 +b2 b3
ay a1+a2+a3+b1 2a1+a2+2b1+b2 a1+b1+bz+bg b4
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La ley de formacién es la misma, cada nimero es suma de los dos contiguos
situados en la lfnea anterior. Si ponemos como notacién en este caso el simbolo

siguiente:
m
n )

R R

y necesitamos una Propiedad que nos determine el valor de este niimero combi-
natorio sin recurrencia, que pondremos como tltima de las propiedades.

la definicién recurrente es

Propiedades de los nimeros combinatorios generalizados:

1. Numeros combinatorios extremos:

o] e ]

2. Numeros combinatorios complementarios:

{Z](aj,bk)zl " ](bj,ak).

m—n
3. Suma de combinatorios consecutivos
m m m+1
+ = .
n n+1 n+1
4. Suma de una fila de nimeros combinatorios:

m m m m m m—1 ) m—1 )
— m—j—1_ m—j—1g
M+H+M+ +[m_1]+{m} A TS S

J=1 J=1

5. Suma de una diagonal hasta un nimero combinatorio concreto:

m n m+1 . m+ 2 i n m -+ h B m-+h+1 B .
0 1 2 no| * h 1 T Gy
m m+1 m+ 2 m-+h m+h+1

+ + + -+ = — b1 + by
m m m m m—+1
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En este caso hay dos férmulas segiin sumemos diagonales paralelas a la diagonal
extrema derecha o a la izquierda, de acuerdo con el paso a complementarios de la
Propiedad 2.

La figura siguiente muestra dos aplicaciones de la Propiedad 5, una para cada
férmula.

EjEmpPLO 11. Tomando nimeros combinatorios a partir del [3] se tiene que

o[+ Bl [ - [ o

EJEMPLO 12. De forma andloga por simetria resulta que
4 5 6 7

= — by + by.

] [ = 5] e

6. Propiedad del rectdngulo

St se trazan dos paralelas a las diagonales extremas formando un rectangulo,
la suma de todos los niumeros interiores al rectangulo anadiendo la expresion
bi + Qm_r — ag, €s igual al nimero [Zﬂ que ocupa el vértice inferior externo al
rectdngulo.
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EJEMPLO 13. Si sumamos los nimeros que hay dentro del rectdngulo de la figura
siguiente

y anadimos la expresién by + as — ag, la suma es

o + [+ B+ [ + Lol + [0+ B] + [3] + [6] + [ + [o] + 5] + (ba + a5 — ao) =

= [g] —a1+ao+[g] —a2+a1—|—[g] —a3+a2+(b4+a3—a0):
]+ ]+ 5] —as + a0+ (ba+ as —ao) + [3] = [1] =
= [ —batbs+bs—[5] = [[] +bs—bs=[]].

Si ordenamos la suma en otro orden posible se tiene

o) + (ol + (o] + ) + [+ [+ B + B + B+ )+ o] + B + (ba+ as = a0) =

= [i’]—bl‘i‘bo-l—[g]—b2+b1+[§}—bg+b2+m—b4—|—b3—|—(b4+a3—a0):

(1] + B + (5] + (3] = ba+ b0+ [g] = [o] + (ba + a5 — a0) =

= [Z]—a3+a2+b0—a2+a3—a0:Lﬂ—i—bo—aozm.

Se obtiene el mismo resultado. En este caso tenemos dos formas diferentes de
sumar que nos dan el valor del niimero combinatorio del vértice inferior externo.

Se observa que los nimeros combinatorios que es preciso sumar en este caso
4 . . L
son [4] =byy [g] = ag, que estan situados exactamente debajo de los vértices

izquierdo y derecho del rectdngulo, mientras que es preciso restar [8} = agp que es
el vértice superior.
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EjeMpPLO 14. El niimero combinatorio [g] puede obtenerse sumando todos los
términos que hay en el rectdngulo correspondiente, si anadimos [g} =bsy [g] = ay
y restamos [g] = ap. Es decir

B = L+ G +GI+ B+ 0+
+ol + ]+ L] + 5] + [2] + b5+ a2 —ao.

Expresion del niimero combinatorio generalizado: Se tiene que:

m—n—1 -1 n—1 —n—1

n k=0 k=0 k

Demostracion de la Propiedad 4:
Si es m = 1 se tiene que

1 1 0 . 0 ,
+ = aq + bl = ay =+ Z 21_]_16L]‘ + b1 -+ Z 21_J_lbj.
0 ]_ j=1 j=1

Si es m = 2 se tiene que

2 2 2 B b b —
0+1+1 = ag+a;+0bs+0; =

= Q9 -+ Z 22_J_16Lj + bg + Z 22_3_151' = ay + aq + b2 + bl.
j=1 j=1

Si la férmula es cierta para el valor m = k, es decir
k k k k k k=l . s S
e = ok=i=lq. 4 p ok—j—1p.
M+H+M+ +L€_J+M (lk“—jz::l a; + k+jz_jl i

considerando que

k1] R+1]_,
0o | =@ Y g4 T Y

N k41 N k+1]
k E+1|
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S - e A R
(R A e R

k
= ak+l+<ak+22kj1aj+bk+22kjlb {0]>+

7=1

j=1 j=1

_ , k-1 k
+ ((lk + Z 2k_3_1aj + b + Z Zk_j_lbj — |:]J> + bk:+l

k—1 ) k—1 )
= gy tap + b+ bpyg +2> 28 g 123 28, =
j=1 j=1

k—1 , k—1 ,
= a1 tap+ Y 25 a; + by + b+ > 28 =
j=1 j=1

k , k .
= Qp4+1 t+ Z 2k_3aj + b1 + Z 2k_1bj.
j=1 j=1

Demostracion de la Propiedad 5:
Utilizando sucesivamente la Propiedad 3 podemos escribir:

m+ h+ 1] B ‘'m + h ‘'m + h
{ A _h—1]+_ h}
m+h]l  Im+h-1] [m+h-1
[h—l_ — | n-2 _+[ h—1 }
m+h—1]  [m+h—2] m+h—2
{h—Q___h—S +[h—2]
'm+4]  [m+3]  [m+3]
3 ] [ 2 _+_ 3]
m+3]  [m4+2]  [m+2]
2 ] |1 _+_ 2 |
'm+2]  [m+1] [+ 1]
1] [0 _+_ 1
‘m 4+ 1] 'm
0 = 0 + a1 — O

24



donde cada primer miembro coincide con el primer sumando de la parte derecha
de la linea anterior. Sumando y cancelando los términos iguales resulta

m n m+1 n m -+ 2 . n m -+ h B m-+h+1 _ n
0 1 2 ho| T h (1 7 -

La segunda opcién se puede hacer pasando a complementarios en ambos miembros
y teniendo en cuanta la Propiedad 2.

Demostracion de la Propiedad 6.

Sea m] el nimero combinatorio que ocupa el vértice inferior externo al rec-
tangulo. Tenemos que sumar todos los nimeros que estdan dentro del rectangulo,
lo hacemos agrupando los paralelos a la diagonal externa de la derecha y son

o] [1] [2] h—1]
k}+';_+_z'+”'+[h—1_
17 21 [3 h
+Q+A+M+m+h}+
2] [3] [4 h+1
+Q+1+H+m+h}+
h—2] [h—1
Ao

Utilizando la Propiedad 5 para cada una de estas lineas, la suma anterior es igual
que

m—1

h—++h+1—++h+2—+++ — + =
h—1 a1 0o h—1 Q2101 h—1 a3Taz h_1 Um—hTAm—h—1 =

y cancelando términos y volviendo a aplicar la Propiedad 5 a esta suma, en la que

falta [h J = by,_1, resulta

e I B LS Y I L O L N C[h-1]
h—1| " ln=1] " |lh=1| " |n=-1 h—1| TGO T ATy g T

m
h

= |:7Z:| —bh—l—bh,l—l—ao—am,h—bh,l: |: }—bh—amh%—ao.

Por tanto, la suma de todos los mimeros combinatorios del rectangulo, aumen-

tada en by, + a,,_n — ag es igual al mimero combinatorio [T;ﬂ, situado en el vértice
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inferior externo al rectdngulo. Sumando las lineas de la otra manera posible se
obtiene el mismo resultado.

Demostracion de la expresion del nimero combinatorio generalizado:
Puesto que estos niimeros se han definido como suma de los contiguos de la
fila anterior, bastard demostrar que con la expresién dada se cumple la igualdad

HEIBIE 6]

Esto es equivalente a suponer que la férmula es cierta hasta la fila m y demostrarlo
para la fila m + 1.
La parte izquierda vale

m—n—1 -1 k n—1 _ -1 k
> <n + )am_n_k S (m n + )bn—k N
k=0 k k

k=0
m—n—2 + k n _ -9 + k
+ Z (n )am—n—l—k + Z (m " )bn+1—k
k=0 k k=0 k
que es

3
3

-l 14k men=2 [ 4 f
= Z ( Ek )amnk + Z ( k )amnlk +

k=0 k=0
nlim—-n—-1+k no(fm—n—2+k

b bt1-
BT BT P

haciendo £ = k&’ — 1 en los sumatorios segundo y tercero, resulta

m—n—1 -1+ k m—n—1 -1+ k/
= 2 " Q—n—k + Z " Am—n—k' +
= k K1

k'=1

no(m—n—2+Fk nofm—-n—-2+k
+ Z ( k! >bn+1kr’ + Z ( L )bn+1k
k=1 k=0

m—n—2) _

y estos sumatorios pueden extenderse desde &' = 0 porque (”__11) =0y ( .

0, luego es
mon=l/n—-14+k n—1+k
ST (e
n m—n—2—|—k‘> <m—n—2+k)]
+ + bn_
S0 S
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y por tanto queda
mon=l fn 4+ k no(m—-n—-1+k m+1
= Am—n—k T+ bny1-k = .
,;0 < k ) g kZO( k ) e [n+11
6. Tridangulo arménico

Por semejanza con el tridngulo aritmético, o de Pascal, se estudi6 el tridngulo
armonico, en el que cada término se forma con diferencias en lugar de sumas,
donde se eliminan las diagonales primera y ltima. El tridngulo comienza con los

nimeros siguientes:

1
1 1
2 2
1 1 1
3 6 3
1 1 1 1
4 12 12 4
1 1 1 1 1
5 20 30 20 5
1 1 1 1 1 1
6 30 60 60 30 6

En este tridngulo las diagonales extremas contienen los términos de la serie
armonica, que es divergente. Las siguientes diagonales son todas convergentes, las

segundas diagonales suman 1, ya que

1 1 1 1 1 _ 1 1
2T Tttt = 7317337131

1 1 —
T Tastge T T

_ 1 1,1 1 1

1 2+2 3+ 4

los términos de la tercera diagonal suman %, los de la siguiente %, etc.

Escribiendo como matrices estos tridngulos, aritmético y armoénico, quedan

1 L 1 1 1 1
S A A A
L2345 6 (A U A
1 3 6 10 15 21 3 12 30 60 105 168
11 1 1 1
1 4 10 20 35 56 1 3 & 10 3%
1 5 15 35 70 126 101 1 1
5 30 105 280

En el aritmético cada término, excepto los de la primera fila y columna, es la
suma del situado encima de él y el que tiene a su izquierda. En el arménico cada
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término es la diferencia entre el que estd encima de él y el que estd encima de él
a su derecha.

7. Matrices de Toeplitz

Una matriz infinita de niimeros reales o complejos es una disposicién semejante
a una matriz pero que no acaba nunca por la derecha y por abajo. Formalmente
es un aplicaciéon de N x N en R o en C, es decir una disposicién de la forma

ailz aig aiz - Qg
a21 Qg2 Q23 -+ Q2
ag1 asz az3 -+ A3k
A= ,
a1 Qj2 Q53 - Ak

donde todos los elementos a;; pertenecen a R o a C.

La teorfa de las matrices infinitas no es una parte del Algebra lineal, sino del
Anélisis matematico. La razon es que para multiplicar dos matrices que den como
resultado otra matriz, AB = C' = (c;i), es necesario que los productos de cada
de una de las filas de A por cada una de las columnas de B den como resultado
un numero c;i, real o complejo, lo que implica que la serie formada por estos
productos, Y ;- | a;nbp, sea convergente. En cuanto uno de esos productos no lo
sea la matriz C no existe, porque sus elementos no son niimeros, y el producto de
esas matrices no estd definido.

Otro asunto importante a tener en cuenta en el producto de matrices infinitas
es que la propiedad asociativa no se cumple en general, es decir A(BC') # (AB)C,
ademads de que tampoco se cumple la propiedad conmutativa como ocurre en las
matrices finitas.

Si A es una matriz infinita, su traspuesta conjugada se representa por A”. Una
matriz es hermitiana si coincide con su traspuesta conjuda, es decir si A¥ = A.
En el caso de que sea una matriz real, hermitiana es lo mismo que decir simétrica,

es decir A' = A.
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Si A es una matriz infinita y hermitiana, se dice que es definida positiva, de
forma abreviada HPD, si todos los determinantes de las secciones principales son
positivos, es decir, |A,| > 0 para todo n > 1, donde A, es la matriz truncada de
tamano n X n.

Toda matriz infinita HPD, A, define un producto escalar < -,- > en el espacio
de todos los polinomios con coeficientes complejos dado por la siguiente forma: si

p(z) = > p_ovkz"y q(z) = D1 w2, entonces
<p(2),q(z) >=vAw

siendo v = (vg, v1,vV2,...,0,,0,0,...), w = (wo, w1, Wa, ..., Wy,,0,0,...) € cop,
donde cyg es el espacio de todos las sucesiones complejas con solo una cantidad
finita de elementos no nulos.

Una clase importante de matrices HPD con aquellas que son matrices de mo-
mentos con respecto a una medida positiva p sobre los subconjuntos de Borel del
plano complejo. Suponemos que el soporte de la medida, supp(i) es un compacto
y contiene infinitos puntos. Es decir, matrices HPD, M = (cjk);?f’kzo, tales que
existe una medida p con soporte infinito en C y momentos finitos para todos

J,k >0, dados por
Cjk = / 2Zrdp.

supp(p)

En las matrices de momentos es habitual utilizar notacién contraria fila-columna
y comenzar la numeracién en [0, 0], es decir

Coo Ci0 €20

Co1 C11 C21

M = <Cj’f);ok=0 - Cp2 Ci12 C22

con el fin de que los momentos reales aparezcan en la primera fila.

Una matriz infinita se dice que es de Toeplitz si sus diagonales son constantes,
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es decir si es de la forma

C3 C2 C1 C(

Una matriz de Toeplitz infinita se dice que es hermitiana si coincide con su
traspuesta conjugada. En el caso en que sea una matriz real, debe ser simétrica.
Se dice que es definida positiva si los determinantes de sus secciones principales
son positivos.

Es bien conocido que si partimos de una medida positiva sobre la circunferencia
unidad, la matriz de momentos correspondiente es una matriz de Toeplitz. La
demostracién de este hecho es simple. Si p(z) es una medida positiva definida en
la circunferencia unidad, como zZ = 1, resulta que los momentos verifican que

cromirm= [ ) = [ ) = [ 2 = e
|z]=1 |z]=1 |z|=1

para todos 7, k, m € Z™. Por tanto la matriz es de Toeplitz. Es ademds hermitiana,
ya que

Cik = / PZdp(z) = / K dp(z) = .
j2j=1 jol=1

La demostracién de que es definida positiva es consecuencia del teorema de
Carathéodory-Toeplitz, véase pagina 56 de [5] o pagina 27 de [7]. Este teorema
dice que cj; son momentos de una medida no trivial en la circunferencia unidad
st y solo si la matriz T es Toeplitz y definida positiva.

Por tanto, si partimos de una matriz de Toeplitz y HPD, T' = (t;;) el teorema

garantiza que existe una medida definida sobre la circunferencia unidad centrada
en el origen cuyos momentos son los elementos de la matriz.
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8. Matrices de Pascal

Aunque Tartaglia presentara su tridngulo en una disposicién rectangular y
Pascal en una disposicion cuadrada, el concepto de matriz no existia todavia. En
el trabajo de Brawer y Pirovino, [2], se escribe el tridngulo como matriz finita de
orden n, en forma de matriz triangular inferior, P;, y en forma de matriz completa,
Ps, v se estudian algunas de sus propiedades. Si escribimos estas matrices infinitas,
vemos inmediatamente que se verifica P, = P P} :

Plplt:

e = T N =
s W N = O

W= OO

_ o O O

OO O
O O = =

O =N

_ W W =

t

— = = =

=~ W N =

1 1
3 4
6 10

10 20

lo que nos indica que P; P} es la descomposicién de Cholesky de Ps.

Propiedades de la matriz de Pascal clasica

En la matriz de Pascal cldsica, P,, la forma de expresar las propiedades del
tridngulo aritmético es ligeramente diferente al considerar filas y columnas. Lla-

mando

P =Py = (pjk)jr=0 =

como €s pjr = (

Seccién 2 son ahora, para j, k = 0,1, 2, ..., las siguientes:

1. Elementos de la primera fila y primera columna:

Jj+k

k

HEON
HRGN
O
O

—_ = = =

=~ W N =

1 1
3 4
6 10

), las propiedades vistas para el tridngulo aritmético en la

Dok = 17
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ya que '

Dok = (IZ) =1, po=() =1
2. Elementos simétricos:

Pjk = Dkj,
ya que
RNk
Djk = (]k ) = ( j]) = DPkj-
3. Suma de elementos consecutivos:
Djk + Pj—1,k+1 = Djk+1;
ya que
itk i—1+k+1\ _ (j+k kY (k41
Pjk T Pj-1k+1 = (]k: ) + (J k+1 ) - (]k ) + (?Hl) - (]k+1 ) = Pjk+1-
4. Suma de una diagonal secundaria completa:
Pro + Pr—11 +Pr—22+ -+ D11+ Dok = 2k,

ya que la parte izquierda es

k k k E\ _ ok

o+ () +E++ () =2"

EJEMPLO 15. En la matriz siguiente

se observa de forma inmediata que
O +M+E+6)=2"=8

32



5. Suma de una fila hasta un elemento concreto:
Pjo + Pj1 + Pj2 + -+ Pjn = Djti,h;
ya que la parte izquierda vale
j +1 j+h j+ht1
(é)+(]1 )+"'+(Jh, ) = (j h ) = Pj+1,h,
y suma de una columna hasta un elemento:
Pok + D1k + Dok + -+ - + Dk = Dhkt1,
ya que la parte izquierda vale
k k+1 k+2 k+hY _ (k+htl\ _
(o) + () + )+ 4 ( k)_(k+1 ) = Phit1:

EJEMPLO 16. En la matriz

[SRS

- o

—_— o U o =

&~ 00

— — — — —_—
w3

o ©

[y
S~
~

observamos que

0+ @)+ G+ 6+ @ =0
() + )+ G+ () =)

El resultado es el niimero que estd en la fila siguiente justo debajo, o en la columna
siguiente justo a la derecha.

Yy que

6. Propiedad del rectangulo: La suma de todos los términos comprendidos en las
J primeras filas y k primeras columnas mds una unidad es el elemento p;i1 41 =
<j+k+2>

k+1 /-

33



EJEMPLO 17. En la siguiente matriz

o N [N e
= W =N
N N W

SN—r N— N— N—
w ot W

~~ ~~ ~ ~—~
N /N N N
N Ot
w o

se observa que

@+QA+E+E+E+O+E+E+E+E+6)+E+1=0)

Vamos a generalizar la matriz de Pascal partiendo de dos sucesiones cua-
lesquiera de nimeros reales o complejos (ag, a1, as, . . .), (b, by, ba, .. .), con ag = by,
formando la siguiente matriz de Pascal general

ao by by b3
ay a1+b1 a1~|—b1+b2 a1+b1+bg+b3
M = asg a1+a2+b1 2a1+a2+2b1+b2 O ,

as a1+a2—|—a3+b1 O O

donde, excepto la primera fila y columna, cada elemento estd formado por la suma
del que tiene a su izquierda y el que tiene encima. En general esta matriz no es
simétrica salvo que las dos sucesiones sean la misma.

Propiedades de la matriz de Pascal general

Llamando M = (mjk)ﬁ:o a esta matriz general, las propiedades estudiadas
para nimeros combinatorios generalizados dan lugar a las siguientes propiedades,
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que no es necesario demostrar porque se obtienen de traducir aquellas a la posicién
en la matriz. La matriz es

o]
o]

M = (mjk)h—0 = ]

f

i
i
{
A

H
i
4
]

H
H
H
H

y como es mj, = [jzk], para j,k = 0,1,2,..., las propiedades de los nimeros

combinatorios generalizados, vistos en la Seccién 5, se traducen ahora en estas
propiedades.

1. Elementos de la primera fila y primera columna:

mor = by, mjo = aj.

2. Elementos simétricos:
myi(aj, bx) = mu;(ar, by).
3. Suma de elementos consecutivos:
My k+1 + M1k = Myt k+1-

4. Suma de elementos de una diagonal secundaria completa:

k—1 k—1
k—h—1 k—h—1
Mo+ Mp—1,1 +Mp—22+ - +mMy 1 +Mop = ap+ >, 2 ap+byp+ Y 2 by,
h=0 h=0

ya que la expresion del lado izquierdo es

o] + G+ B+ + [

y basta utilizar la Propiedad 4 de la péagina 20.
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EjempPLO 18. Con la siguiente figura

se observa que

2 2
B4 B+ [ ] =t 59yt by 1 32
h=0 h=0

5. Suma de una fila hasta un elemento concreto
Mjo + Mj1 + Mg + -+ -+ Mjn = M1 — Q1 + a5,
ya que la parte izquierda de la igualdad vale
4 B2+ B oot B = P - g+
y suma de una columna hasta un elemento:
Mk + Mpp1k + Migok + 0+ Mpynk = Merhi1 k1 — drg1 + O,

por andloga razon.
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EJjEMPLO 19. Esta propiedad es maés clara visualmente a partir de la matriz

L]

— o |
—  —  —
meiie SR it S el

4
4.
5
4
6
4
7

— [
frusiing B [l
= | [t

i
ubiihe ST B et N i

0 [
0 [
0 [
0 [
0 [

5
5
6
5
7
5
8
5
9
5.

[ttt

0.

5
0.

1

5}

f=1

I B
]Gl
R
(IHRE
1 GG
I B0

— | —= | — = o/

1
1
2
1
3
1
4
1
5
1
6
1

~— [ —= | — S

]
]
]

4
8
4
9
4

donde se observa la suma de la fila
o] + [+ B+ ]+ [ = 2] = 2] + (o]
y la suma de la columna
G+ G+ B+ G =0 - [+ B

6. Propiedad del rectdngulo: La suma de todos los términos comprendidos en las j
primeras filas y k primeras columnas mds aji1, mds byi1, menos ag es el elemento

M1, k+1-

EJEMPLO 20. Segin esto, en la matriz siguiente

—
oo
==

— — — —
[=RN o w o N (=2

=0

— — — — —
[ V) N ot [V N w NN

[
(s
5
k
§
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la suma de todos los térmimos colocados en el rectdngulo es
o + L]+ B+ o) + [+ ] + &) + ) + ]+ ] + [ + B2 =

= [s) =[5 = [ + ]

[;] —a4—b3+a0.

La expresion general de los términos de la matriz M = (m;;)55-, estd dada
por la férmula

2 [k _24h k=2 (24} .
mi, = Y, < b )aj—l—h + > (j b )bk—l—h +agpdi0p1, J,k>1,
h=0 h=0

donde §,, es la delta de Kronecker. La demostracién puede encontrarse en [9].

En algunos casos la matriz puede ser hermitiana, deberfa cumplir que fuese
MH = M. En otros puede ser HPD, es decir hermitiana y con determinantes
positivos para todas sus secciones principales, |M,| > 0 para todo n > 1. Podria
ser incluso una matriz de momentos correspondiente a una medida p sobre el
plano complejo.

La matriz de Pascal, clasica, es la matriz de momentos correspondiente a la
medida uniforme definida sobre la circunferencia de radio 1 centrada en el punto
(1,0). La medida es y(z) = 5~ para todo z € C tal que |z — 1| = 1.

9. Relacién entre matrices de Pascal y matrices de Toeplitz

Si tenemos una distribucién en la recta real y la desplazamos con respecto al
origen, la matriz de momentos continia siendo una matriz de Hankel y no hay
cambios esenciales en el problema de los momentos. En el caso complejo, por
ejemplo en la circunferencia unidad, es suficiente mover el centro de la circunfe-
rencia soporte a otro punto para que la matriz de momentos deje de ser una matriz
de Toeplitz, lo mismo que si hacemos una homotecia con centro en el origen y radio

r# 1.

Es un asunto interesante conocer la matriz de momentos que aparece tras una
transformacién del soporte mediante una transformacién lineal de semejanza, es
decir mediante la aplicacién compleja ¢(z) = az+f, con «, 8 € C, que transforma
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un soporte v en un soporte v*. La matriz resultante estd dada por el siguiente
Lema cuya demostracién puede verse en [§].

Lema S5i M, = (Cjk)?’;io es la seccion n-éstma de la matriz de momentos de
una medida p con soporte v en C y consideramos la transformacion lineal de
semejanza ¢(z) = az + B, con o, € C, que transforma v en v* = {az + [ :
z € v}, con du*(u) = du(az + B), entonces la matriz de momentos de la medida
po ot estd dada por M¥ = AE M, A,, donde A, es la seccion n-ésima de

(208" (a8 ()a’8* ()a’s’
0 (a8 (o' ()a's’
A, B) = 0 0 ()28 (Ga2p' - |
0 0 0 () 360

donde A denota la matriz traspuesta conjugada de A,.

EjEMPLO 21. Si consideramos la medida normalizada de Lebesgue, es decir
coo = 1, sobre la circunferencia unidad, se tienen los momentos

1 [ 1 [
Cjk = % [67'9] [ _7'9] df = QW/GZ(]_k)dQ = 5jk27

siendo ¢, la delta de Kronecker. En este caso la matriz de momentos es la matriz
unidad, I, que obviamente es una matriz de Toeplitz.

Si tomamos @ = 1 y g = 1, transformamos el conjunto de puntos por medio
de T'(z) = z + 1, luego

THz:|lz|=1})={2+1:|z|=1} ={u:|u—1] =1},

y resulta la circunferencia unidad centrada en el punto (1,0) con la medida de
Lebesgue. La matriz de momentos que resulta es la llamada matriz de Pascal.
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Por ejemplo, para n = 5 tenemos

10000 10000 11111
1 1000 01 00O 012 3 4
M? = 12100 00100 00136 |=

13310 000T1OQO0 00014
146 41 00001 0 00O01
11 1 1 1
12 3 4 5

= 1 3 6 10 15
1 4 10 20 35
1 5 15 35 70

En [9] estd demostrado el siguiente teorema:

Teorema Si T, es una matriz de Toeplitz, entonces
M, = A,(1,-1)"'T,A,(1,-1)"!

es una matriz de Pascal, en el sentido general definido en la pdgina 31, y reci-
procamente si M es una matriz de Pascal, entonces la matriz

T, = Al (1,-1)M,A,(1,-1)
es una matriz de Toeplitz.

La demostraciéon de esta segunda parte no es sencilla, pero la demostracién
de la primera es mds complicada, ambas se basan en cédlculos con sumatorios y
nidmeros combinatorios. En este caso la matriz A,, es

1 -1 1 -1 G
0 1 -2 3 (")) (—=1)"2
000 1 =3 o (1
00 0 o )
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y su inversa es

1111 ()

0123 ("))

B 0013 (%)
A== o001 ()
0000 .. 1

Como las matrices A, (1,—1) y A,(1,—1)"! son triangulares y sus determi-
nantes valen 1, es evidente que los determinantes de M,, y de T}, coinciden, por lo
que si una de ellas es definida positiva, la otra también lo es. Si una de ellas es
hermitiana, la otra también lo es. Todo ello sin necesidad de que exista medida,
es decir como relacién entre ellas puramente algebraica.

Ademads, si M es hermitana definida positiva es de momentos, ya que la matriz
de Toeplitz serd hermitiana definida positiva y por tanto solucién de un problema
de momentos correspondiente a una medida sobre la circunferencia unidad, asi
que M serd la matriz de momentos correspondiente a al traslacién del soporte de
la medida asociada a T" al punto z = 1.

La matriz de Pascal M estd determinada por dos sucesiones cualesquiera
de nimeros reales o complejos (ag, a,as,...), (b,b1,bs,...), con ag = by, que
podemos considerar como una sucesién bildtera, tomando b; = a_; para j =
1,2,... en la forma

a= (...,ag,al,ao,a_l,a_g,---).

Del mismo modo la matriz de Toeplitz T" estd determinada por dos sucesiones que
pueden considerarse como una sucesién bildtera

C=(...,C2,C1,C0,C1,C 9, ").

Asi que la relacion entre la matriz de Pascal y la matriz de Toeplitz correspondiente
se traduce en una relacion entre sucesiones bildteras

a= ("'7a2aa1aa07a—1aa—27“')(—><'°'702761700;6—1ac—2a”'):E

que se llama transformacion binomial y permite pasar de una a la otra por medio
de la relacién matricial

T,(@) = Ap(1, —1)' M, (@) An(1, —1).
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EJjEMPLO 22. Algunas sucesiones bildteras y sus transformaciones son las si-
guientes:

a=(..,1,1,1,1]1,1,1,---) «— (...,0,0,0,[1],0,0,0,---) =¢
a=1(..,3,2,1[0]1,2,3,--) «— (...,0,0,1,[0],1,0,0,---) =¢
a=1(..,4,32]/1]2,3,4,---) «— (...,0,0,1,[1],1,0,0,---)=¢
a=1(..,543,2]3,4,5--) < (...,0,0,1,[2],1,0,0,---)=¢
a=(..,6,54]3,456,---) «— (...,0,0,1,[3],1,0,0,---)=¢
a=(..,-2-1,0[1]23,4,---) «— (...,0,0,—1,[1]1,0,0,---)=¢
a=(..,7,53][1]357--) — (...,0,0,2,][1]2,00,---)=¢

donde se ha recuadrado el elemento central. Obsérvese que para esta relaciéon
no es necesario que M o T sean definidas positivas, ni que sean hermitianas o
simétricas.
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