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Resumen:

En el presente trabajo se estudian las series geométricas y las series aritmético-
geométricas, de primer y de segundo orden, su convergencia y su suma, para
aplicar estas férmulas al Calculo de probabilidades. Se trata de hallar la probabi-
lidad, la esperanza matematica y la varianza en casos de jugadores que compiten
en el lanzamiento de dados o monedas, o en la extraccién de bolas de urnas o
bolsas. Los ejercicios son muy semejantes en sus enunciados, pero la forma de
resolver unos y otros puede ser bien diferente.

Palabras clave
Series geométricas, series aritmético-geométricas, convergencia, probabilidad
condicionada, probabilidad total, esperanza matemdtica, varianza.
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1. Sucesiones aritméticas y geométricas

Una sucesién {a,} = {ai,as, -+ ,a,,---} es un conjunto infinito numerable
de nimeros reales o complejos. En este trabajo con limitaremos a nimeros reales
que son los utilizados en Célculo de probabilidades. Formalmente una sucesién es
una aplicaciéon del conjunto N = {1,2,...} en R.

Una sucesién es aritmética si cada término se obtiene del anterior sumando a
ese la misma cantidad, d, que se llama diferencia. Si el primer término es a, los
términos de la sucesién serdn

a, a+d, a+2d, a+3d, ---, a+ (n—1)d,

Una sucesion es geométrica si cada término se obtiene del anterior multipli-
cando a ese término por la misma cantidad, r, que se llama razén. Si el primer
término es a, los términos de la sucesion serdn

a, ar, ar?, -+, ar"%,

Una sucesién se dice convergente si posee limite, es decir, los términos van
acercandose a un valor, llamado limite de la sucesion, tanto como se quiera.

Si se parte de una sucesion {as, as, -+ ,a,, -} y se efectian las sumas par-
ciales, es decir las sumas de los primeros términos

Sp =01+ az+ -+ ap,

se obtiene otra sucesién, {s,}, que se llama serie correspondiente a la sucesién
{a,}. Por abuso de lenguaje se identifica la serie con la suma de los términos de
la sucesion y se escribe

oo
> .
n=1

La serie se dice que es convegente si lo es la sucesién de sumas parciales, en otro
caso se dice que es divergente.

La teorfa de series y los numerosos criterios de convergencia se encuentran en
los libros de Célculo infinitesimal, por ejemplo en [2].



2. Series geométricas
Las series geométricas son de la forma
+o0o
NSar"t=a+ar+art+ - Far" Tt F
n=1
donde a y r son nimeros reales fijos. El niimero r se llama razén de la serie.

El estudio de este tipo de series no es complicado y su convergencia estd dada
por la siguiente proposicién.

s . 4 S +00  n—1
Proposicién Dado el nimero real a # 0, la serie geométrica ) ] ar es
convergente si, y solamente si, es |r| < 1. Ademdas, cuando la serie converge tiene

a

por suma S = 1.

DEM: La suma parcial n-ésima es

9 ne1 a—ar"
Sp=a+ar+ar”+---+ar =—
1—r
y en el caso en que es |r| < 1 el limite vale
) . a—ar® a .ooar® a
lims, = lim = — lim = ,
n n 1-—r 1—7r n 1l—7r 1-—7r

ya que lim, 7™ = 0. En el caso en que es |r| > 1 se tiene que

n n

a—ar
1—17r

ar
1—r

|3n| = >

a
1—17r

y como lim,, |r|" = +00, la serie es divergente. Lo mismo ocurre en los casos r = 1
yr=—1. U
EJEMPLO 1 La serie Z:{g 3,% es geométrica de razén r = % y por tanto su suma
es

4 12
1—3 2
EJEMPLO 2 La serie :z ? es también geométrica de razén r = 4 y por tanto

diverge siendo su suma S = 4o00.



3. Series aritmético-geométricas

Se llaman asi a las series de la forma :2 a,b, donde son a, = a,_1+dy
b, = b,_1r. Es decir, a, es el término general de una progresiéon aritmética de
diferencia d y b, es el término general de una progresion geométrica de razon .

La convergencia de estas series se establece en la siguiente proposicion.

Proposicién La serie aritmético-geométrica Y 23 anb, converge si es |r| < 1,
siendo su suma J
aq T
1—r (1-7)

DEM: La sucesién de sumas parciales es s,, = a1by + asbs + - - 4+ a,_1b,_1 + apb,
y multiplicando por r se tiene

7Sy = a1bs + asbs + - - - + a,_1b, + a,b,r.
Restando estas igualdades resulta

(1—=r)s, = aiby + (aa —ay)by + -+ + (ap — @p_1)by — apbyr =
= b +d(by+ -+ b,) — azbpr =
= aiby +dbyr(1+7+-+7"2) = [a; + (n — 1)d]byr =

1— n—1
= l|a;+dr 1 !

dr
—(aﬁ—dn—d)r"} by = [al—i-l——(al—i-dn)r" by
—r
y si es |r] < 1 se tiene que
lim(ay + dn)r" =0,
por lo que la serie converge en ese caso y su suma es

aq dr
by.
1_7~+<1—7~)2} !

S =lims, = [

En el caso |r| > 1 no se cumple la condicién necesaria de convergencia, ya que es
lim |a,b,| = lim |a; + (n — 1)d| - |b1] - |r]" ™ = 400,
n n

y la serie es divergente. U



+oo 2(5TL —

EJEMPLO 3 La serie es aritmético-geométrica siendo a,, = 5n—1,

n=1" aqpn-1
3n
con diferencia d = 5, la parte aritmética y b,, = 3n—2,1 conr = % la parte geométrica.
Como es |r| = |3| < 1 la serie converge y tiene por suma
4 5-3 15 39
S = + 3 }.2:(64__).2:_.
1—3 (1—3)? 4 2

Orden de una serie aritmético-geométrica
El orden de una serie es el grado del polinomio de su parte aritmética.

EJEMPLO 4 Las series
Swrt, Y+, -1,
son de primer orden. Las series
SonPrm, Sn(n —1)r" S(n—1)(n —2)r"th
son de segundo orden. Las series
S nlr, Son(n+1)(n+2)r" So(n —1)3r"+h

son de tercer orden.

Suma de las series

La suma de las series aritmético-geométricas puede calcularse a partir de la
geométrica, por derivacién. Suponiendo que es || < 1, y sabiendo que la suma
de la geométrica es

derivamos la expresién y resulta

0 neg  2r(L—r)4+1r>  2r—1r?
D E (o)

Si ahora volvemos a derivar, tenemos que

;ig(n—l)(n—Z)r"_?’ _ (1—r) (2—278t§?)z—7’ )2(1 —1) _
O 2(1-r)?422r—r?)  2—dr42r°4+4r—2r° 2 ‘
(1—r)? B (1—=r)? (=)



que nos da la suma de una serie aritmético-geométrica de segundo orden.

En el caso en que no sean n — 1 y n — 2, los factores de la parte aritmética que
queramos calcular, se puede hacer un ajuste de indices. Por ejemplo, escribiendo
la siguiente serie en la forma

S 2 =3 (n—14+1)r" 2= (n—1)r" 243 "2

"=2 como suma de la aritmético-

, conocidas ambas.

podemos expresar la suma de la serie > nr

geométrica Y (n — 1)r""? y la geométrica Y r™2

4. Otro enfoque

Las féormulas de las sumas de las series aritmético-geométricas pueden obte-
nerse también directamente, como vemos a continuacién:

oo
Primer orden: > nr"~! con |r| < 1, haciendo

n=1
S = 1+42r+3r2+43+5rt 4.
rs = T4 217 + 3% + 4t 5% -
1
S—TS:(l—T)S = 1—|—T—|-7’2_|_7*3_|_...:1
—r
de donde se obtiene
g_ 1
_(1—7“)2

que no necesita ajuste de indices porque se puede poner lo que se quiera.

[ee]
Sequndo orden: n2r" 1 con |r| < 1. haciendo
b b
n=1

S = 144492+ 16r%+---
rS = 74+ 4r? + 93 + 160 + - -
S—rS=01-rS = 143 +5r2+7%+--- (1)

donde (1) es de primer orden, volviendo a multiplicar por r :

r(1—7r)S=r+3r?+5r +7rt +... (2),



restando (1) — (2) queda
1-=r)S—r(1—r)S = Q1—r)(S—1rS9)=
= 14+2r+2r2 + 27 42" ... =

1
= 1+2r(L+r+r+r+-)=1+2r-

1—7r’

de donde resulta
1 2r

+ .
1=r3 (L-r)
En el caso de series aritmético-geométricas de orden mayor, se puede proceder

de igual modo. Multiplicando por (1 — r) y restando el resultado de la suma
anterior, siempre con la ventaja de poner los indices deseados desde el principio.

S =

5. Ejercicios de Célculo de probabilidades

1. Dos jugadores A y B tiran simultidneamente un dado cada uno. Gana
el primero que obtenga un 6. Calcula:

a) La probabilidad de que A y B empaten.

b) La probabilidad de que gane A.

c) La probabilidad de que gane B.

RESOLUCION

a) El nimero de lanzamientos hasta obtener un 6 tiene como probabilidad

P(X =n) = (g)ﬂl -

ya que al obtener un 6 se acaba. Es una binomial con p =} y ¢ = 2-

1
6’

El juego termina cuando aparece un 6. La probabilidad de que A lo obtenga

en el lanzamiento n es )
5V 1
P X=n)=|(-= -
c=n=(5) 3

que corresponde a n — 1 fracasos seguidos de un éxito, y para B es lo mismo

P(Y =n) = (g)n_l - é



Por ser sucesos independientes, la probabilidad de que lo obtengan en el mismo
lanzamiento y empaten es

P(X =Y=n)=Y P(X=n)-P(Y =n) =

c¢) La probabilidad de que gane B es la misma, % Sabiendo que A y B tienen

igual probabilidad de ganar, bastarfa haber restado

110
11 11
y dividir esta probabilidad entre ellos.

2. Dos jugadores realizan un juego bajo las siguientes condiciones:
alternativamente extraen una bola de una urna que contiene p bolas
blancas y q bolas negras. El primero que consiga bola blanca gana el
juego. ;Cuadl es la probabilidad de que el jugador que comienza a jugar
sea el ganador?



RESOLUCION

Consideremos los sucesos

A; = “el jugador A saca bola blanca en su i-ésimo intento”,

B, = “el jugador B saca bola blanca en su i-ésimo intento”.

Primer caso

Si se trata de extracciones con reposicién la probabilidad de que A gane es

P = P(A)+PANBNA)+PANB NANB,NA) +--- =
2 4
- e ) G-
p+q \p+q)p+q \p+q)p+gq
2 4
1
p +( q >+< q )+ p p+q
p+q p+q

p+q _p+q1_<102_p+2¢
va que los términos del corchete forman una serie geométrica ilimitada con razén
menor que 1.

p+q

Segundo caso

Si se trata de extracciones sin reposicién las probabilidades van cambiando a
medida que se extraen las bolas y dependera de si el nimero de bolas negras es
par o impar. Tenemos que

P = P(A)+PANBNA)+PANB NANByNA3) + - =

R q qg—1 D
= +
p+q p+qptqgq—1p+qg—2
q q—1 q—2 q—3 D
p+tqp+q—1p+q—2p+q—-3 p+tqg—4
q q—1 q—2 3 2

P m
p+qgp+q—1p+qg—2 p+3 p+2

donde m es

1 p :
m:{ 15 Slgespar,

» . .
or1» Sl g esimpar,

10



yva que si el nimero de bolas negras es par y se sacan primero todas las negras,
la primera blanca la sacard el primer jugador cuando queden p bolas blancas y
ninguna negra, mientras que si el nimero de negras es impar, el primer jugador
ganard si saca bola blanca cuando quedan p + 1 bolas, siendo p blancas y una
negra.

En consecuencia, en el caso ¢ impar, la probabilidad vale

p_ P [, ala—D (¢ = 1)(g=2)(g—=3)
p+q (ptq—1)(p+9—2)  (p+q—1)(p+9—2)(p+q—3)(p+q—14)
qlg—1)(¢g—2)---3-2
Pta—1p+q=2)--(p+3)(p+2)(p+1)
y en el caso en que ¢ es par, basta anadir p en el denominador de la iltima fraccion.
No hay una expresién sencilla mas breve para expresar el valor de la probabilidad.

et

3. Dos personas A y B realizan el siguiente juego: Tiran un dado y
A gana si la tirada si sale un 1 o un 2, ganando B en los restantes
casos. Se ponen de acuerdo en que ganarid el juego el primero que gane
dos tiradas consecutivas. ;Qué probabilidad tiene cada uno de ganar el
juego?

RESOLUCION

Primer método: En cada tirada A gana con probabilidad 1/3 y B con probabilidad
2/3. Sea el suceso
A, = "A gana en la tirada n".

As ocurre en la secuencia AA, cuya probabilidad es

- (1.

As ocurre en la secuencia BAA, con probabilidad

o= (3-4)3

Ay ocurre en la secuencia ABAA, con probabilidad

- (3) ()

11



A,,, ocurre en la secuencia ABAB --- ABAA con probabilidad
—_—

2m—2

P@%m)::<§.é>"hl.(%j.

Aoy ocurre en la secuencia BABA - -- BAA con probabilidad
et

2m

2 1\" 1
Pl (22 4

Todos los A; son incompatibles dos a dos, luego

o0 o0 o0

P(Gane A) = > P(A,) = > P(Aom)+ > P(Aomi1) =
n=2 m=1 m=1
1 2 5 9 m—1 1 9 m
-G 26 SE6)-
11 1 2 1 2 1 2 5
= —_ D) —_ 2 = «I» — «I» _— = —
9 1-2 3 1-2 9-2 39-2 7 21 21

La probabilidad de que empaten es ABABAB --- o bien BABABA--- | es decir

1 2 1 2 +2121 . 2"+1. 2\ 0
—_—f — 4 — 4 — s e . —_ e — & — ¢ — s s . o lm —_— lm —_— - .
3 3 3 3 33 3 3 n \ 9 n \ 9
Como el empate tiene una probabilidad nula, sera
5 16
P B)y=1—-—=—-
(Gane B) 51 = 51

Sequndo método: Si la tltima tirada ha ganado A, la probabilidad de que A gane
el juego es p tal que

3
luego p = —, pero si la iltima la gané B, la probabilidad de que A gane el juego

_ (L2

12

es q tal que



, por

Wl

y

1 1
luego es ¢ = —- Como las probabilidades de estas situaciones son 3

probabilidad total resulta
1 3
s+

2 1 3+2_5
37 3 7 21 21 21

P(Gane A) =
4. Dos jugadores A y B juegan, alternativamente, partidas. Gana el
juego el primer jugador que consigue ganar una partida. La probabili-
dad de que gane A en sus partidas es p;, y la probabilidad de que gane
B en las suyas es py, con p; > p;. Para compensar su ventaja, B deja
que A juegue la primera partida. ;Qué relacién deben cumplir p; y p
para que el juego sea justo, ésto es, para que A y B tengan la misma
probabilidad de ganar el juego?

RESOLUCION

A solo puede ganar en jugadas impares, sea
Agni1 = "A gana en la tirada 2n + 1",

la probabilidad es
P(Azni1) = (1= p1)" (1 — p2)"pu,

luego
P(A gane) = EOP(A%H) = 20(1 —p1)" (1 —p2)"p1 =
0 1
— 1 — 1 — n_ . =
D1 HZ::O [(1 = p1)(1 = p2)] b1 - (1 —p)(1—po)
_ D1 _ D1 _ 1
1—14+pi+p—pip2  p1+p2—pip2 2

donde hemos igualado a 1/2 porque el juego debe ser justo. Por tanto

p1+p2 —pip2 = 2p1, esdecir  py—pip2 =1

de donde queda
P1

I—p

b2 =

que es la relacion pedida.

13



5. Tres personas lanzan sucesivamente un dado. La primera persona
que saque un 5 6 un 6, gana. ;Cudles son sus respectivas probabilidades
de ganar el juego?

RESOLUCION

Cada uno de ellos tiene probabilidad de ganar 1/3. Sea el suceso Az, = “A
gana en la tirada 3n + 17, es

de donde resulta que

8Y1 1 1 1 27 9
3 3

2—7 — =

P(Gane A) :§0< .

Sea el suceso Bs,.o = “B gana en la tirada 3n + 27, es

luego

~\27) 9 9 27-8 19

Sea el suceso Cs,.3 = “C gana en la tirada 3n + 37, es

P(GaneB):§<8)"2 2 21 _ 6

resultando

<~ (84 4 21 4
P — - _— = — — = —
(Gane €)= 2 <27> 27 27 27-8 19

Es evidente que
9 n 6 . 4 19 _1
9 19 19 19

ya que la probabilidad de empatar es nula.

14



6. Tres personas A, B y C lanzan sucesivamente y en ese orden un
dado. Gana la primera persona que saque un seis.

a) ;Cuadles son sus respectivas probabilidades de ganar?

b) Calcula la probabilidad de que el juego termine en el décimo
lanzamiento y de que la persona C saque siempre la suma de lo que
acaban de sacar los jugadores A y B en las tiradas inmediatamente
anteriores.

RESOLUCION

a) La probabilidad de obtener 6 en el lanzamiento de un dado es %~ Como los

jugadores van echando el dado por orden, consideramos los sucesos

Aznir = “Agana en la tirada 3n + 17
Bsn,.o = “Bgana en la tirada 3n + 27
Csnes = “Cgana en la tirada 3n + 37,
con probabilidades
5 5 5\ 1
P(As, - ([Z2.2.2 .z
Gus) = (323
5 5 5\ 5 1
P(Bs, - ([Z2.2.2 2Lz
(Bsn+2) (6 6 6) 6 6
5 5 5\ 5 5 1
P(Cs, - (Z2.2.2) .2.2. -
(Cni3) (6 6 6) 6 6 6
de donde se tiene que
Foo 1+ /125Y
P(A = Y PAy) ==Y (=2 =
(gone) = 3 Pldaa) = 5 2 (337
1 1 1 216 1 216 36
6 1—% 6 216 -125 6 91 91’
oo 5 oo /125 5 216 30
P B p— P B n = —_ —_— e —_— _7
(B gane) = 3. P(Bynia) = 36 2 (216) 36 91 91
25 Tt (125 25 216 25
P P )= 2=
(€ gane) = Z (Conta) = 576 2 <216) 216 91 01

15



Naturalmente se verifica que

@4_@_'_%—%—1
91 91 91 91

ya que no puede haber empate.

b) Se pide que el juego acabe en el décimo lanzamiento y que ademsds el jugador
C saque la suma de A y B en sus tres lanzamientos. Debe por tanto repetirse tres
veces el ciclo ABC sin éxito y luego ganar A :

ABC ABC ABC A.

En cada secuencia ABC hay 6% resultados posibles, el jugador A debe sacar
menor que 5 y B algo con suma menor que 6, es decir

A puede sacar B puede sacar (' la suma es
4 1 5
3 1-2 -
2 1-2-3 -
1 1-2-3-4 -

luego los casos favorables son 1 + 2 + 3 + 4 = 10, es decir la probabilidad de una
secuencia ABC cumpliendo los requisitos es

10 10
63 216

y la probabilidad de tres secuencias y un éxito de A es

/Y 1 5 125
P=\216) 6 6-108 7558272

7. Se tienen n urnas, cada una de las cuales contiene a bolas blancas
y b negras. Se elige al azar una bola de la primera urna y se pasa
a la segunda; a continuacién se pasa al azar una bola de la segunda
a la tercera, y asi sucesivamente. Finalmente, se extrae una bola de
la tdltima urna. ;Cudl es la probabilidad de que la bola extraida sea
blanca?

16



RESOLUCION

Sea pp = “probabilidad de extraer B en la urna U, 7. Es claro que
o
n = a1 b

y por probabilidad total es

a-+1 a a 1
o= poemgy T ) s = e Y o e
que es una ecuacion recurrente. Si escribimos
Pro = U1 Tagbrilmt T
B a 1 a 1 B
- a+b+1+a+b+1(a+b+1+a+b+1m”)_
_ a a 1 _ B
T ATl (@aba 1 atbripi T T
- a a a 1
T oarbrl  aror 1 T arer T arory

los n—1 primeros sumandos son una progresion geométrica y p; es conocido, luego

a a
atb+1l (a+b+1)" a B
= T @tbrl)t(ath)
a+b+1
a a
_atb+1l (a+b+1)" a B
B a+b (a+b+1)"a+b)
a+b+1
a a a a

atb (@bt atd)  (atbrlratd) atb

Resulta que la probabilidad p,, coincide por p;, es decir, permanece constante.

17



8. Un juego de dados tiene las siguientes reglas:
- Se tiran dos dados equilibrados hasta que sumen 4 o 7.
- Si suman 4 gana el tirador, mientras que pierde si la suma es 7.
{Cudl es la probabilidad de ganar en este juego?

RESOLUCION:

Al tirar dos dados se pueden considerar 36 casos posibles. La suma 4 aparece
en tres casos, 143, 2+2 y 3+1. La suma 7 aparece en seis casos, 146, 245, 3-+4,
4+3, 5+2 y 6+41. Por tanto tenemos las siguientes probabilidades:

3 1 6 1
_— = — 7 = — = —
36 127 plsacar 7) = 35 = &
1 1 9 3
' 7)) = 1— — N=1-—=—-—=-=—=-

Se entiende que hay un solo jugador que puede ganar o perder segtn la suerte
que tenga. Gana cuando saque 4, pierde en cuanto salga un 7, y cuando no salga
ni 4 ni 7, continuard lanzando.

p(sacar 4) =

Sea N el suceso "no sale ni 4 ni 7". Cada tirada de los dados es indepen-
diente del resultado del lanzamiento anterior, por lo que no es preciso considerar
probabilidad condicionada. Sea A, el suceso "el jugador gana en el lanzamiento
n".

Las probabilidades de que A gane en los sucesivos lanzamientos son:

p(A) = %

3 1
p(A2) = p(N)p(sacar 4) = 1
p(As) = [p(N)p(sacar 4) = G) %

p(Ay) = [p(N)]’p(sacar 4):(2)3&



asi la probabilidad de que gane el juego es

p(A gane) = p(A;) + p(As) +p(As) + - +p(A,) + -+ =
1
12

+321+331+ B

1 4) 12 4) 12 -

1+3+ 32+ 33+ + 3n+
4 4 4 4

1 1 4 4

1
12 1-3 12 4-3 12 3

+

3
12 4
12

(

1
= —+

1

1

La probabilidad de perder en ese juego solitario es por tanto de 2/3.

9. Dos jugadores A y B apuestan en un cierto juego equitativo 32
euros cada uno. El juego se desarrolla por partidas y gana la apuesta
el primero que consiga cinco partidas. Cuando el primero ha ganado
tres partidas y el segundo dos, el juego se interrumpe. ;Cémo hay que
repartir las cantidades apostadas para ser justos?

RESOLUCION

Este es el problema de los repartos de Pascal-Fermat. El dinero debe repartirse
de acuerdo a la probabilidad de ganar que tiene cada uno.

A puede ganar si gana las dos siguientes: AA, o si gana dos de las tres sigu-
ientes, lo que puede ocurrir de dos formas: ABA, BAA, o si gana dos de las
cuatro siguientes, lo que puede ocurrir de tres formas: ABBA, BABA, BBAA,

por tanto
1Y 1y 1\
Z 2.( = 3.12) =
() 72 (2) 7+ (3)
1 2 3 44443 11

4 8 16 16 16

P(Gane A)

La esperanza matematica serd por ello

11 3
ElAl=64- — c— =44 €
4] =6 16+0 16
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5
y los otros 20 € deben ser para el jugador B que tiene T como probabilidad de
ganar.

Este ejercicio es un cldsico y se conoce como el problema de los repartos. El
origen del problema estd en la correspondencia mantenida entre Fermat y Pascal,
que en 1654 tratan este problema y Pascal consigue su correcta solucién. Un
resumen de esos estudios puede encontrarse en [3]. Una versién més detallada del
problema estd en [1].

10. Se realiza un juego entre dos jugadores A y B. En cada partida,
la probabilidad de que gane el juego el jugador A es p, la probabilidad
de que gane el jugador B es g, y la probabilidad de que queden en
empate es r. Gana el juego el jugador que gana dos partidas. Calcule
la probabilidad de que gane el juego el jugador A.

RESOLUCION

Consideramos los sucesos A; =" A gana en la jugada i-ésima”. Se tiene que

P(Ay) =p* ysies >3, A ganasi
1°) Es AEE...E con probabilidad p - 772, que puede suceder de i — 1 formas, ya
5/—/

1—2
pRY=2 = (° —i—1.
i <z - 2) '

2°) Es ABEE...E con probabilidad pq - 773, que puede suceder de
i—3

que

2 (l ; 1) = VR? | = (i — 1)(i — 2) formas, o bien PR, = (i — 1)(i — 2).

Luego ' '
P(A;) = (i = D)pr'2p + (i = 1) (i — 2)pgr'p.
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Por tanto resulta

ngmazzpmg+ipmg:

= P> [i— VP (i — 1) — 2P ] =

=3
= P4 - D)r 242> 1)(i -2 =
=3 =3

Estas dos series son aritmético-geométricas, una de primer orden y otra de se-
gundo, y sus sumas estdn calculadas por derivacién de la serie geométrica en la
pégina 6, en la Seccién Suma de las series. Poniendo lo que valen sus sumas queda

r2—-r) 2
A2 TP T

- (1&)2 (1—r)?+r(2—7)+ 12—(17«} - i»)? (1+ 12_qr>-

P+’

11. Se dispara sobre un blanco, sin limitar el nimero de disparos, hasta
dar en él. Halla la esperanza matemadtica y la varianza del nimero de
disparos efectuados.

RESOLUCION
Sea p la probabilidad de dar en el blanco en un disparo, es decir,

P(dar) =p, P(nodar)=q=1-p,

y sea X el nimero de disparos necesarios hasta dar en el blanco. Se tiene:

P(X =1)=p
PX =2)=qp
P(X = 3)=¢"
P(X = 4)=qp
P(X =n)=q¢"""p
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por tanto la esperanza matemética es

EX] = Yn-PX=n)=Yn¢"""p=p) ng"'=
— n=1 n=1

= p(1+2¢+3¢ +4¢> +...+ng" ' +..) =
1

= 1-q@)1+2¢+3F+4¢° + ... +ng" ' +..) =
= 142¢+372+43+ ... +ng" 1+ ...
—q—2¢ -3¢ —...—ng"— ... =
1 1
= 149+ +¢+ .. +q¢" +.. = -,
T 1-q »p

sin mds que tener en cuenta la suma de una serie geométrica ilimitada con razon
gtalque 0 < ¢ < 1.

Para hallar la varianza, calculemos primero la esperanza de X2 :

E[XQ} — Z n2P(X — ’I‘L) — Z n2qn71p =p Z n2qn71 —
n=1 n=1 n=1

= 1-9(1+2%+ 3@ +4¢ + .. +n%" 4+ .) =

= 14+ 2%+ 3P+ 423+ ... +nP" 4+
—q—22q2—32q3— _n2qn_ =
= 14+(2° = 1%)g+ (3 = 29)+ (4> = 39)@P+..+((n+ 1)> = n?)¢"+... =
= 1+2-1)2+1)g+ (33— )(3+2)q +(4—-3)(4+3)¢* +
+o.+1ln+1+n)"+..=
= 1+3¢+5+7¢+ ...+ (2n+ 1)¢" + ...

Hemos visto en la Seccién 3 que la suma de los infinitos términos de la serie
aritmético-geométrica de primer orden

albl, (Cll + d)blr, (a1 + 2d>b17"2, ceny

siendo |r| < 1 para que sea convergente, vale

| @ dr
5= 125+ o)

por tanto resulta

1 2q l—qg+2¢ 1+g¢q
[1—q+(1—q)2]'1 (1—-q? (1—q)?
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y entonces para la varianza se tiene que
Var [X?] = E[X? - (E[X])®=

14+g¢ (1)2_1+(1—p) 1 2-p-1 1-p g
(I-9?* \p

p? p? p? p? p?

12. Se lanza un dado hasta que aparecen tres resultados distintos.
;Cudl es el niimero medio de lanzamientos que es preciso realizar?

RESOLUCION

Nos piden la esperanza de la variable

X = “ndmero de lanzamientos necesarios”.
Es claro que
5 4 20
P X=3)=1-=--=—
( ) 6 6 36

y también llegamos al mismo resultado por la regla de Laplace, ya que los casos
posibles son VRE = 62 y los favorables al suceso son V2 = 6-5 -4, siendo entonces
_6-5-4 20
6% 36

Para hallar P(X = 4), los casos posibles son VRi = 6% y para hallar los
favorables con c¢ final, como abbc, elegimos los otros dos de (g) formas posibles y

P(X = 3)

los permutamos de forma que siempre haya uno de cada de PR%’1 = G’) formas,
luego es

6-(3)-PRY' -2 (5)(%)2

P(X — 4) — (2) 3 — (2) (1) ,
64 63

donde el factor 2 viene de considerar las posibilidades como abbc y aabc. En este
caso no coinciden permutaciones con variaciones con repeticion, es decir PR§’1 #*
VRS, ya que ésta tltima contiene aaac y bbbc, es decir dos mds. Pero si valdria

escribir VRS — 2.

Para hallar P(X = k) son posibles VRF = 6% casos y para hallar los favorables

con c final, y luego multiplicar por 6, elegimos otros dos (g), los colocamos de

todas las formas posibles, con al menos uno de cada uno de ellos, y son

VRt —2=2"1—-2
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luego

Por tanto la esperanza es

—+o0 +o00 1 2k—1 _ 2 +00 1 k—1 +oo 1 k—1
E[X]ZZI{?P(X:PJ):Z%:H) k(= —20> k(= ,
k=3 k=3 6 k=3 \3 k=3 \0

series aritmético-geométricas convergentes pues |%| <ly |%| < 1, cuyas sumas son,
sumando desde k£ = 1 y quitando los valores de k = 1 y k = 2, respectivamente

1 2 1 1 2
—2_ _ - y —2— _ —
(R TR
En consecuencia resulta finalmente
9 2 36 2
FIX] = 0(--1—-=]—-20{—=—-1—-=] =
X] <4 3) <25 6)
_ 10 27—12—8_20216—150—5O:
12 150
B 5-7_2-16_25-7—4-16_175—64_111_37_37
6 15 30 30 30 1w 7

Es decir, la media de lanzamientos necesarios es 3,7 lanzamientos.

Nota

Los ejercicios 1 a 8 son de probabilidad condicionada y series geométricas. Los
ejercicios 10 al 12 son de series aritmético-geométricas de primer y segundo orden.
Algunos de estos ejercicios estén tomados de [4], otros son ejercicios de oposiciones
a Profesor de Ensenanza Secundaria.
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