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Introduccion

Cuando la pasion por las matematicas impregna tu vida diaria y vives con gran placer compartir esa
vision del mundo con los demas, se puede decir que tienes alma de divulgador.

Como consecuencia de ese modo de ver y vivir surgio la idea de este belén matematico, un nacimiento
navideno en el que el hilo conductor son las matematicas. Todo, absolutamente todo en este belén tiene
una relacion directa con la matematica. Los protagonistas, las construcciones, el decorado, son objetos
matematicos o representan conceptos matematicos de una variedad de ramas de esa disciplina.

Para que no se nos pase por alto ningun detalle, presento en este documento las explicaciones de esos
conceptos.

Paralelamente hemos elaborado un video explicado sobre el Belén. Puede visitarse en el siguiente
enlace: https://www.youtube.com/watch?v=ShdW_8lJyyw

Palabras Clave: Belén matematico, divulgacion matematica, aparato de Galton, fractal, arbol
pitagodrico, cinta de Mdebius, cuadrado magico, cubo de Menger, tridngulo de Sierpinski, proporcion
aurea, rectangulo de oro, numero fi, espiral logaritmica, sucesion de Fibonacci, estrella pitagorica,
pentagono estrellado, nimero pi, péndulo de ondas, superficies topologicas, teselaciones.




Aparato de Galton

El aparato de Galton es un mecanismo compuesto de un tablero vertical, una |
serie de clavos dispuestos en filas y unos casilleros rectangulares verticales
en la parte inferior. La utilidad del aparto se pone de manifiesto al lanzar de
una en una, un conjunto de bolas; cada vez que se lanza una bola desde la
parte superior ésta chocard con un tope y aleatoriamente se desplazara a
derecha o izquierda, para volver nuevamente a chocar en otro tope y volver
a desplazarse a derecha o izquierda y asi sucesivamente hasta caer en uno de
los casilleros finales.
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En cada tope, la bola tiene un 50% de probabilidad de ir a un lado u otro.

La realizacion del experimento con suficiente cantidad de bolas pone de manifiesto que la distribucion
de bolas depositadas en ¢l fondo adopta la forma aproximada de la campana de Gauss o curva
Normal.
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Fractales

Un fractal es un objeto geométrico cuya estructura basica, fragmentada o aparentemente irregular se
repite a diferentes escalas, es decir tiene la propiedad de la autosimilitud.

Una figura geométrica es autosimil si al ver una de sus partes con lupa reconocemos la forma de toda
la figura de nuevo.

En los ejemplos de la coliflor y la “curva de Koch™ la region en el cuadrado rojo es una copia pequefia
de toda la figura. Por lo tanto, la figura se repite en si misma una y otra vez.

Uno de los mas famosos fractales es el conjunto de Mandelbrot:




Arbol pitagorico

Segtin el Teorema de Pitagoras: “En todo triangulo rectangulo, el cuadrado de la longitud del lado
mayor (la hipotenusa) es igual a la suma de los cuadrados de las longitudes de los otros dos lados
(los catetos)™
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Geométricamente el teorema de Pitagoras afirma que, construyendo los cuadrados sobre cada uno de
los lados de un tridngulo rectangulo, el area del cuadrado construido sobre la hipotenusa es igual a la
suma de las areas de los otros dos cuadrados.

Podemos ahora plantear la siguiente figura: a partir de un cuadrado sobre uno de sus lados construimos
un tridngulo rectangulo, de manera que sobre cada uno de los dos catetos de ese triangulo construimos
sendos cuadrados de lado dichos catetos respectivamente.

Ahora, con los dos cuadrados construidos posteriormente podemos repetir el mismo procedimiento.
Por ejemplo, repitiendo tres veces este procedimiento obtenemos:
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Podemos repetir este procedimiento tantas veces como queramos y lo que se obtiene es un fractal,
conocido como Arbol de Pitagoras.




La cinta o banda de Mdebius

Una cinta cilindrica posee dos caras, una interior y otra exterior, y dos
bordes o fronteras que separan las dos caras.

La cinta o banda de Moebius es una superficie que s0l0 posee una cara (en
la que por tanto no tiene sentido hablar de cara interior y cara exterior). Y
tiene s6lo un borde (se puede comprobar siguiendo el borde con un dedo,
apreciando que se alcanza el punto de partida tras haber recorrido la
totalidad del borde).

Puede construirse con una cinta de papel
cuyos extremos se han unido después de
girarlos.

B, B,

Cinta cilindrica Cinta de Moebius

Escher se inspir6 en la banda de Moebius para crear esta
conocida imagen.




Cuadrado Magico

Un cuadrado magico es una matriz cuadrada rellena con niimeros
naturales de forma que todas las filas, todas las columnas y las

diagonales sumen el mismo numero, que se llama la constante

magica.
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El cuadrado magico de Durero, de tamafio 4x4, tiene constante magica 34.

Ademas, el 34 se obtiene sumando muchas otras posiciones. Por ejemplo, sus cuatros esquinas suman
34, los cuatro niumeros centrales suman 34, Si dividimos el cuadrado en cuatro cuadrados tenemos que
los nimeros que integran cada uno de ellos suman 34.

Este cuadrado magico aparece en la obra Melancolia de Durero que data de 1514, fecha también

reflejada en el propio cuadrado en los dos nimeros centrales de la fila inferior.

5 (10 [ 11| 8
9 |6 |7 |12
4 |15 |14 | 1

En la Fachada de la Pasion de la Sagrada Familia de Barcelona también aparece otro cuadrado magico,
aunque tiene un par de nimeros modificados para que la constante magica sea 33, la edad de Cristo en

la Pasién.




Esponja o Cubo de Menger

La esponja de Menger es un fractal construido a partir de un cubo inicial que en sucesivos pasos
(infinitos pasos) se va agujereando segun el patron que podemos ver en los primeros pasos de la foto.

En el primer paso se divide el cubo inicial en 27 cubos mas pequefios (tres en cada una de las longitudes
ancho, largo y alto) y se eliminan los cubos centrales de cada cara y el cubo del centro. Con lo que
quedan 20 cubos; a cada uno de ellos se le aplica el mismo procedimiento descrito. Y asi
sucesivamente.

Este objeto matematico es una sorprendente estructura tridimensional con curiosas caracteristicas:

- Suvolumen es cero.
- Lasuperficie lateral es infinita.

En los siguientes enlaces puede verse distintas animaciones.

https://matemelga.files.wordpress.com/2014/11/menger-sponge-animation-2.gif

https://matemelga.files.wordpress.com/2014/1 1/menger-sponge.gif




Triangulo de Sierpinski

El tridngulo (o alfombra) de Sierpinski es un fractal construido en varias etapas.

Inicialmente se tiene un tridngulo equilatero. Uniendo los puntos medios de cada lado, el tridngulo
queda dividido en 4 nuevos tridngulos mas pequeios, y se elimina el tridngulo central. En cada uno de
los 3 triangulos restantes se repite el procedimiento. Y asi sucesivamente.

Repitiendo infinitamente el proceso se obtiene una figura fractal denominada triangulo de Sierpinski.

etapa 1 etapa 2 etapa 3

etapa 4 etapa &

Verifica curiosas propiedades:

- Suareaescero
- Su perimetro es infinito.
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Rectangulo de oro. Namero de oro. Numero Fi.

Son conceptos que encontramos en las proporciones del
templo, en las proporciones de las pirdmides, en el oasis
del desierto, en la caracola de la que emana la cascada de
agua.

a+b

Un rectangulo de longitudes a y b se dice que es un rectangulo de oro, o de proporciones atreas si se

. a+b a
verifica que — =3

En tal caso el rectangulo de longitudes a+b y b también es de oro.

, .y , p a+b a
Y ese numero, dado por esa proporcion se llama niimero de oro o niimero fi (). —=.=9

1+/5

Su valores ¢ = =1,618033988749....

Espiral Aurea o Espiral Logaritmica.

A partir de un rectangulo de oro, podemos construir en un
proceso reiterado (semejante a un fractal) una secuencia de
rectangulos de oro cada vez mas pequefos, siguiendo el
procedimiento de quitarle a cada rectangulo un cuadrado
cuyo lado es la longitud menor del rectangulo.

Sobre esta base de cuadrados/rectangulos se puede construir

una espiral uniendo los arcos de curva de circunferencia trazados en cada cuadrado con centro en uno
de los vértices y radio el lado del cuadrado. La espiral asi generada se llana espiral aurea o espiral
logaritmica

=




Sucesién de Fibonacci en las flores

La sucesion de Fibonacci es una sucesion infinita de

numeros naturales que comienza con los nimeros 1 y 1,y 8 13 21

a partir de ellos, cada término se obtiene sumando los dos

anteriores: Fibonacci
3+5=8

1,1,2,3,5,8,13, 21, 34, 55, 89, 144, 233,377, 610, 987, 5+8=13

1.597... B+13=21
13+ 21= 34

1 pétalo 2 pétalos: 3 pétalos: 5 pétalos:
white calla lily euphorbia trillium columbina

8 pétalos 13 pétalos: 21 pétalos Las margaritas silvestres
bloodroot black-eyed susan shasta daisy suelen tener 34 petalos

10



La sucesion de Fibonacci, el rectangulo de oro y el nimero de oro estan intimamente relacionados.

- La sucesion de cocientes entre cada dos términos consecutivos de la sucesion de Fibonacci
tiene como limite el niumero de oro.

{a,} ={1,1,2,3,58,13 ..}
{an+1} 1235813

an, 1'1°2°3’5"° 8"
. An+1
lim =
n—oo an
2
- 7 , ‘7 3
- También aparecen los nlimeros de la sucesion de
. . S . N
Fibonacci en la construccion reiterada de los rectangulos
de oro. §
5

Estrella pitagorica y pentagono estrellado

La estrella pitagorica y el pentdgono de oro encajan uno
dentro del otro de manera indefinida (proceso fractal),
hasta el infinito. Sus proporciones son aureas, es decir los
cocientes entre dos de sus longitudes son el numero de

oro o numero fi ((P)

AB BC DE diagonal

BC DE " EC™ lado T 1018

Diagonal d

Lado |
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Sucesion de Fibonacci en los girasoles

En la cabeza de los girasoles hay dos tipos de espirales, unas en el sentido de las agujas del reloj y otro
en el sentido contrario.

El ntimero de espirales que hay en cada una de las direcciones da dos nimeros consecutivos de la
sucesion de Fibonacci.

En la siguiente imagen hay 21 espirales en un sentido y 34 en el otro, es decir, dos nimeros
consecutivos de la sucesion de Fibonacci

En otros girasoles podemos encontrar 34 y 55, 0 55y 89.

12



Numero pi (r)

El ntiemero pi es la proporcion entre la longitud de cualquier circunferencia y su didmetro.
Su valor es 3,14159265358979323....
Aproximadamente 3,1416.

O simplemente 3,14 diametro

itud Ci )
= longitud Circunferencia =3,141592....

diametro
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El péndulo de ondas

"

El péndulo simple es un mecanismo formado por una

particula de masa m suspendida de un hilo inextensible de |
longitud |. Si la particula se desplaza a una posicion y se \
suelta, el péndulo comienza a oscilar. |

El péndulo de ondas esta formado por la union de varios péndulos simples. Son una serie de cuerpos
suspendidos a distintas alturas, separados todos por la misma distancia.

Cuando movemos todos los cuerpos al mismo tiempo y en la misma direccion, estas se balancean
produciendo gradualmente un efecto de onda.

En el siguiente video puede verse el movimiento:
https://youtu.be/lIG1hn2wpbo?list=PL{l. 4MpupAyeshl6 Wkuxk5Rs2nxSDAhUAc
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Proporciones aureas en la piramide de Keops

Tres mediciones cuyo cociente es el nimero de oro ¢ =1,618...

La altura del tridngulo dividido entre la mitad de la base del tridngulo es el nimero de oro
(p =1,618...)

A

<P=m

El area total de la piramide (es decir, la suma del area de la base mas las cuatro areas
triangulares) dividida entre esas cuatro areas triangulares, da como resultado el nimero de
oro

CO+A+A+A+A
T T AT A+A+A

El cociente entre la suma de las cuatro areas triangulares y el rea de la base cuadrada, es
también el niumero de oro.

_A+A+A+A
¢= B
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El rectangulo de oro en el Partenén de Atenas

16



Superficies topoldgicas

Podemos afirmar (simplificando la terminologia) que en la rama de las matematicas llamada
Topologia, las superficies (orientables) se clasifican segun el nimero de agujeros que tengan.

Esfera es cualquier superficie que pueda obtenerse a partir de una esfera por deformacion elastica sin
cortar ni agujerear.

Toro (una rosquilla) es una esfera con un agujero.

Cualquier otra superficie de n agujeros se obtiene por union de toros, tantos toros como agujeros.

En nuestro Belén los animales estan clasificados en tres categorias:
- Las esferas son cerdos y pollos
- Las superficies con un agujero son ovejas
- Las superficies con dos agujeros son vacas.

17



Tablero de Ajedrez

(Cuanto trigo se necesita para colocar 1 grano en la primera casilla del ajedrez, 2 en la segunda, 4 en
la tercera, y asi sucesivamente doblando en cada casilla el nimero de granos colocados en la casilla
anterior?

En la casilla n hay que colocar 2" granos de trigo. Como hay 64 casillas, a la ultima le corresponden
263 granos de trigo, que son mas de 9 trillones de granos. Y sumando la cantidad depositada en todas
las casillas, hacen falta un total de casi 13 trillones y medio de granos. Exactamente
18.446.744.073.709.551.615 granos.

Que traducido a peso son 737.869.762.948.382 Kg, mas de 700 billones de kilos. Es decir, la cosecha
mundial de trigo recolectada durante 1000 afios

18



Teselaciones y Mosaicos

Un mosaico es una obra pictorica elaborada con pequeiias piezas de piedra, ceramica, vidrio u otros
materiales similares de diversas formas y colores, llamadas teselas, unidas mediante yeso, u otro
aglomerante, para formar composiciones decorativas geométricas o figurativas.

e

Un teselado o teselacion es una regularidad o patron de figuras que cubre o pavimenta completamente
una superficie plana y cumple dos requisitos:

1. Que no queden huecos
2. Que no se superpongan las figuras

Los teselados se crean usando transformaciones en el plano sobre una o varias figuras iniciales. Pueden
clasificarse segin se construyan

- apartir de una unica figura regular, en cuyo caso s6lo hay tres posibilidades que son
cuadrados, hexagonos y tridngulos equilateros

- usando figuras no regulares, combinando varias o usando deformaciones de algunas de ellas,
en cuyo caso las posibilidades se multiplican.

19



Varios

Para terminar, agrupamos en este ultimo apartado detalles variados relacionados con la matematica,
sus procedimientos, sus instrumentos, sus juegos, etc. Concretamente llamamos la atencion sobre:

- Los sistemas de numeracion que aparecen reflejados en los soldados romanos (numeracion
romana), la Virgen y San José (numeracion ardbiga) y un angel (el sistema de numeracion
binario)

- Lamedida del tiempo, presentada por los reyes magos (como relojes de arena) y unos angeles
(relojes analdgicos)

- Lamedida del dinero (representada por angeles)

- Las unidades de medida (masa, volumen, longitud, dngulos) y sus instrumentos (reglas,
compases, gonidometros, balanzas).

20



- Las operaciones aritméticas de los nimeros, sus propiedades (calzada romana con la propiedad
conmutativa del producto), instrumentos de la aritmética (4baco)

o

- Figuras poliédricas, solidos platonicos

- Los juegos: sudokus, y cubos de rubik

]

51!

- Los experimentos aleatorios (monedas, dados, barajas de cartas)

21



- Los estudios de cohortes

- La funcién exponencial 2%, ilustrada en el tablero de ajedrez

- La presencia del infinito.

22
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