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Resumen

Este trabajo presenta una iniciacién al estudio de las distribuciones bidimen-
sionales. En particular va enfocado a alumnos de primer curso de los Grados
de Estadistica Aplicada y Ciencia de los Datos Aplicada de la Facultad de
Estudios Estadisticos. Esta primera toma de contacto permitirda al alumno
abordar el estudio conjunto de dos variables estadisticas. En concreto, se pre-
sentan las diferentes distribuciones obtenidas a partir de dos caracteristicas
medidas en un conjunto de datos, formas de organizar la informacién en
tablas de frecuencia, estudio de independencia y correlacién, caracteristicas
numéricas de las distribuciones analizadas y representaciones graficas de las
mismas. Cada una de las secciones vienen acompanadas de ejemplos y ejer-

cicios para que el alumno asimile todos los conocimeintos presentados.
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Chapter 1

ESTADISTICA
BIDIMENSIONAL

En este capitulo estudiaremos el comportamiento estadistico de dos carac-
teristicas sobre un mismo conjunto de datos. Aprenderemos a extraer la
informacion necesaria para poder obtener resultados y conclusiones sobre el

comportamiento de las mismas, asi como las relaciones existentes entre ellas.

1.1 Distribuciéon conjunta

Vamos a considerar una poblacién de tamano n y obtendremos informacion

conjunta sobre ella acerca de dos caracteristicas X e Y.

Definicion 1. Se denomina variable bidimensional al par (X,Y") formado
por dos variables estadisticas estudiadas sobre una poblacion o muestra. Am-

bas variables estadisticas, X e Y, pueden ser de tipo cualitativo o cuantitativo.
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Ejemplo 1. La siguiente tabla muestra diversos ejemplos de variables bidi-

mensionales:
(X,Y) X Y
(sexo, color de pelo) cualitativa  cualitativa
(altura, peso) cuantitativa cuantitativa
(profesion, ingresos) cualitativa  cuantitativa

(nivel de colesterol, riesgo de infarto) cuantitativa cualitativa

Cada uno de los valores de la variable (X,Y’) viene representado por el
par ordenado (x;,y;) coni € {1,...,k}, j € {1,...,p} y por lo tanto el nimero
de modalidades de la variable X puede tomar los valores {z1, ..., x; } mientras

que para la variable Y son {yi,...,y,}.

Ejemplo 2. Vamos a hacer un estudio en la Facultad de Estudios Estadisticos
y para ello vamos a analizar las variables: notas obtenidas y tipo de grupo
de los alumnos de primer curso del ano 2021/2022.

X = nota media obtenida en el curso 2021/2022, con X = {0,1,2,...,10}.
Es decir en este caso la variable tiene once modalidades y por lo tanto k = 11.

Y = grupo de clase al que pertenece, con' Y = {manana,tarde} y por lo tanto

p=2.

De aqui en adelante nos centraremos en el estudio de variables bidimen-

sionales cuantitativas pudiendo ser estas de tipo discreto o continuo.

Definicion 2. Se denomina frecuencia absoluta conjunta (n; ;) de la modal-
idad (z;,y;) al nimero de individuos de la poblacion que presentan conjun-

tamente el valor z; de la variable X y el valor y; de la variable Y.
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Es importante comprobar que la suma de todas las frecuencias absolutas
sea igual al tamano de la poblaciéon. Por lo tanto, para una poblacion de

tamano n se cumple

S5 ne = (1.1)

i=1 j=1
Definicion 3. Se denomina frecuencia relativa conjunta (f; ;) de la modali-
dad (z;,y;) a la proporcion de individuos de la poblacion que presentan con-

Juntamente el valor x; de la variable X y el valor y; de la variable Y.

La frecuencia relativa conjunta se calcula como
(1.2)

Es importante comprobar que la suma de todas las frecuencias relativas sea
igual a uno. Por lo tanto para una poblacién de tamano n se cumple
kEp
Y fu=1 (1.3)
i=1 j=1
Definicion 4. Se denomina frecuencia porcentual conjunta (p; ;) de la modal-
idad (x;,y;) al porcentaje de individuos de la poblacion que presentan con-

Juntamente el valor x; de la variable X y el valor y; de la variable Y.

La frecuencia porcentual conjunta se calcula como

Es importante comprobar que la suma de todas las frecuencias porcentuales
sea igual a cien. Por lo tanto, para una poblacion de tamano n dada se

cumple
kp

Zzpi,j = 100. (1.5)

i=1 j=1
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1.2 Distribuciones marginales

Definicion 5. Dada una variable bidimensional (X,Y), se denomina dis-
tribucion marginal de X a la distribucion en X de todas las observaciones

independientemente del valor que toman en Y .

Las frecuencias absolutas y relativas marginales, n; y f;, de X pueden

calcularse a partir de las siguientes expresiones:

p k
n; = E n;;, con E n; =n, (1.6)
j=1 i=1

p ) k

Definicion 6. Dada una variable bidimensional (X,Y), se denomina dis-
tribucion marginal de Y a la distribucion en Y de todas las observaciones

independientemente del valor que toman en X.

Las frecuencias absolutas y relativas marginales, n; y f;, de Y pueden

calcularse a partir de las siguientes expresiones:

k p
n; = Zn"j’ con Zn,j =n, (1.8)
i=1 j=1
k n p
f.jZZfz‘jZ#a con Zf.jzl- (1.9)
i=1 j=1

1.3 Tablas de doble entrada

Para organizar los datos se utilizan las tablas de doble entrada. En los

laterales izquierdo y superior aparecen los distintos valores que pueden tomar

4
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las variables X e Y y en el interior cualquiera de las frecuencias descritas.

En particular las tabla de doble entrada de frecuencias absolutas tienen la

siguiente estructura:

p —
X/Y y1 - Y - Yp Zj:l N5 = Ny,
T ny ... nlj nlp nq.
T N1 ..o Nyj Nip n;,
T NE1 -.o Ny Nip ng.
Zk = :
i=1 Nij =N ni ... n; ¥ n

Table 1.1: Tabla de doble entrada de frecuencias absolutas

y las de frecuencias relativas la siguiente:

X/Y o Y o Yy ?Zlfi,j:fi.

Ty fir .. flj flp fi.

T fir .- fz‘j fip fi.

Tk fr1 - fkj fk:p k.
Zle fl,]:n] f.l f] f.p 1

Table 1.2: Tabla de doble entrada de frecuencias relativas
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Ejemplo 3. En una empresa hay una vacante para un puesto de trabajo.
Se presentan 12 personas al mencionado puesto y se decide hacer un test
de aptitud profesional para seleccionar al individuo que ocupard el cargo.
Ademds se prequnta a cada uno de los aspirantes por el numero de horas
dedicadas a preparar dicho test.

Se obtienen las siguientes observaciones de la variable bidimensional (X,Y)
donde X e Y denotan la puntuacion obtenida en la prueba y el nuimero de
horas dedicadas a la preparacion del test, respectivamente. Contruir la tabla
de doble entrada de frecuencias absolutas, relativas y porcentuales. Ademds

mostrar las correspondientes distribuciones marginales.

X Y
0 20
0 25
1 20
3 10

10
2 20
2 15
2 25
2 25
3 10
1 10
3 25

A la vista de las observaciones podemos decir que las variables X e Y son
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variables cuantitativas discretas tomando los siguientes valores:
X = {xh Z2,Ts3, 1'4} = {07 1a 27 3}7

Y = {y1, 92,93, ya} = {10,15,20, 25}.

Para contruir la tabla de frecuencias absolutas conjuntas (n; ;), debemos
de contar el nimero de individuos de la poblacién que presentan conjun-
tamente la caracteristica ¢ de X y j de Y, para todo 1 < 4,57 < 4. Las
distribuciones marginales se encuentran en la parte inferior y derecha de la
tabla. En mas detalle, la distribucion de frecuencias absoutas marginal de X
se obtiene sumando por filas las frecuencias absolutas conjuntas para cada
valor de X, sin considerar los valores que toma en Y y la de Y sumando
por columnas las frecuencias absolutas conjuntas para cada valor de Y, sin

considerar los valores que toma en X.

X/Y 10 [ 15120 | 25 | Y0 iy =,
0 01011 2
1 210110 3
2 01 [1]2 4
3 210101 3
Sigmij=ng| 4| 1|34 12

Table 1.3: Tabla de doble entrada de frecuencias absolutas

Para contruir la tabla de frecuencias relativas conjuntas (f;;), debemos
de calcular la proporcién de individuos de la poblacién que presentan con-

juntamente la caracteristica ¢ de X y j de Y, para todo 1 < i,j5 < 4, es decir

7
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fz‘j:nﬁ
XY 10 | 15 | 20 | 25 |XF  fij=fu
0 0/12 | 0/12 | 1/12 | 1/12 2/12
1 2/12 | 0/12 | 1/12 | 0/12 3/12
2 0/12 | 1/12 | 1/12 | 2/12 4/12
3 2/12 | 0/12 | 0/12 | 1/12 3/12
S fi=F, 1 4/12 | 1/12 | 3/12 | 4/12 1

Table 1.4: Tabla de doble entrada de frecuencias relativas

Para contruir la tabla de frecuencias porcentuales conjuntas (p;;), debe-

mos de calcular el porcentaje de individuos de la poblacién que presentan

conjuntamente la caracteristica ¢ de X y 7 de Y, para todo 1 < 4,5 < 4, es

decir p; ; = f;; x 100.
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XY 10 15 20 25 ?:11%3‘ = D,
0 0% | 0% |83% | 83% 16'6%
1 16'6% | 0% | 83% | 0% 25%
2 0% | 83% | 8'3% | 166% 33'3%
3 166% | 0% | 0% | 83% 25%
S i =1, | 333% | 83% | 25% | 33'3% 100%

Table 1.5: Tabla de doble entrada de frecuencias porcentuales

Ejercicio 1. En una oficina se quiere estudiar la condicion familiar de los
12 trabajadores que la componen. Para ello se pregunta acerca del nimero
de hijos y casas en propiedad que tiene cada uno de los trabajadores.

Analizamos la variable bidimensional (X,Y) donde X eY denotan el nimero
de hijos y casas en propiedad que se tienen, respectivamente y cuyas obser-

vaciones se muestran en la siguiente tabla:
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10

X Y
0 2
0 2
1 2
2 1
1 1
2 2
2 1
2 2
2 2
2 1
1 1
2 2

. Calcular las tablas de doble entrada (absolutas, relativas y porcentuales).

. Calcular el nimero de individuos que tienen al menos un hijo.

. Porcentaje de individuos que tienen dos propiedades.

. Proporcion de individuos que tienen un hijo y una propiedad.

. Numero de individuos que tienen al menos un hijo y dos propiedades.

. Calcular la media de la variable X.

. Calcular la moda de la variable Y.
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1.4 Distribuciones condicionadas

Definicion 7. Dada una variable bidimensional (X,Y), se denomina dis-
tribucion condicionada de X por un valor de y; y se denota (X/Y =y,), a
la distribucion en X de todas aquellas observaciones que presentan el valor

y; en'Y.

En el Ejemplo 3, las distribucién de (X/Y = 10) se obtiene queddandonos

con la columna de Y = 10 y sus respectivos valores en X, es decir:

X/Y =10

w N = o
=N =R

Table 1.6: Distribucién de frecuencias absolutas de X/Y = 10

Como podemos observar, cuando Y = 10 la variable X no presenta
ninguna observacién con los valores X = 0 o X = 2. Por ello, podrian elimi-
narse esas filas de la tabla anterior y la distribucién condicionada quedria de

la siguiente forma:

11
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1 2
3 2

Table 1.7: Distribucién de frecuencias absolutas de X/Y = 10

Las frecuencias relativas condicionadas, f7, denotan a la proporcién de
individuos que presentan el valor x; de X entre todos aquellos que presentan

el valor y; de Y y pueden calcularse a partir de las siguiente expresion:

g _ Mg
) — 1.10
= (1.10)

y ademas debe cumplirse que

k
ng' = 1. (1.11)

Definicion 8. Dada una variable bidimensional (X,Y), se denomina dis-
tribucion condicionada de Y por un valor de x; y se denota (Y/X = z;), a
la distribucion en'Y de todas aquellas observaciones que presentan el valor

x; en X.

En el Ejemplo 3, las distribucién de (Y/X = 2) se obtiene queddndonos

con la fila de X = 2 y sus respectivos valores en Y, es decir:

12
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Y/X =2 | ns
10 0
15 1
20 1
25 2

Table 1.8: Distribucion de frecuencias absolutas de Y/ X = 2

Como podemos observar cuando X = 2 la variable Y no presenta ninguna
observacion con el valor Y = 10. Por ello, podria eliminarse esa fila de la

tabla anterior y la distribucién condicionada quedaria de la siguiente forma:

Y/X =2|ns
15 1
20 1
25 2

Table 1.9: Distribucién de frecuencias absolutas de Y/X = 2

Las frecuencias relativas condicionadas f; denotan a la proporcion de
individuos que presentan el valor y; de Y entre todos aquellos que presentan
el valor x; de X y pueden calcularse a partir de las siguiente expresion:

i Mg
= —, 1.12
fi= (112)

13
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y ademas debe cumplirse que
p .
> =1 (1.13)
j=1

En el Ejemplo 3 estas frecuencias relativas condicionadas, f;, quedarian

de la forma:

Y/X=2]| fi
15 1/4
20 1/4
25 2/4
3 1

Table 1.10: Distribucién de frecuencias relativas de Y/X = 2

Ejercicio 2. A partir de los datos del Ejercicio 1:

e Mostrar todas las distribuciones condicionadas de frecuencias absolutas

y sus respectivas frecuencias relativas.
o Calcular la media de la variable XY = 1.

e Calcular la moda de la variable Y/X = 0.

Relacién entre los tres tipos de distribuciones:

n..

fij = %
_ Ty g
nni. fZ.f]
_ @%:fj?
4

nmn;

14



Chapter 1

1.5 Dependencia/ Independencia entre 2

variables

Definicion 9. Las variables X e Y son independientes funcionalmente cuando
no existe ninguna relacion funcional entre ellas es decir, el comportamiento
de una de ellas no se ve afectado por la otra. En este caso, X/Y = y; es

stempre la misma sea cual sea el valor de y; en Y.

Para ver si dos variables estadisticas son independientes se comprueba que
para todos los pares de valores (z;,y;) se cumple que la frecuencia relativa

conjunta es igual al producto de las frecuencias relativas marginales, es decir:

fij = filj, (1.14)
o equivalentemente
nij = Tj

Definicion 10. Las variables X e Y tienen dependencia funcional reciproca
cuando k=p y ademds:

Y depende funcionalmente de X si: j = f~1(i),

X depende funcionalmente de Y si: i = f~1(j).

En el Ejemplo 3, las variables X e Y no son independientes pues hemos

encontrado al menos un producto que no satisface la Expresion 1.14:

0 4 2

fij = fi.f HE#E X 13

15
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XY 10 | 15 | 20 | 25 b fi= 1

0 0/12 | 0/12 | 1/12 | 1/12 2/12

1 2/12 | 0/12 | 1/12 | 0/12 3/12

2 0/12 | 1/12 | 1/12 | 2/12 4/12

3 2/12 | 0/12 | 0/12 | 1/12 3/12
S = Fi 412 1/121] 3/12 | 4/12 1

Table 1.11: Tabla de doble entrada de frecuencias relativas

Cuando hay un cierto grado de dependencia se dice que hay dependencia

estadistica.

Ejercicio 3. Con los datos del Ejercicio 1, decidir si hay dependencia es-

tadistica.

1.6 Caracteristicas numéricas de una distribucion

bidimensional

1.6.1 Vector de medias

Consideramos la distribucion estadistica bidimensional, (X,Y), el centro de
gravedad de la distribucién viene dado por el par (Z,y) y se le denomina
vector de medias donde cada una de las componentes respresentan las medias
marginales de las variables X e Y, respectivamente. Si los datos los tenemos
agrupados por intervalos procedemos de la misma forma que lo haciamos en
las tablas de frecuencias de variables unidimensionales es decir, obtendremos

las marcas de clase de cada uno de los intervalos.

16



Chapter 1

Ejemplo 4. En una tienda de electrodomésticos se anotan durante una se-
mana las diferentes temperaturas que marca el termometro situado en el ex-
terior del centro comercial donde se halla situado a las 12:00 de la manana
y el numero de aparatos de refrigeracion vendidos ese mismo dia. Calcular

el vector de medias st las medidas obtenidas son las siguientes:

X |Y
35019
33.0 | 2
37.0 | 11
34.0 | 4
290 | 3
30.0 | 2
30.5 | 3

Table 1.12: Temperaturas y nimero de aparatos de refrigeraciéon vendidos

durante una semana

Para poder calcular el vector de medias utilizo las distribuciones marginales

de ambas variables y me calculo sus correspondientes medias aritméticas.

7
Tz 35+ 33437434429+ 30+30.5
o }:l?x _35+33+37+ 7+ +30 + 64 (1.15)

7
Ui 94+241144+3+2+3
y:Zj;yJ: +2+ +7+ +243 o (1.16)

Por lo tanto el vector de medias es (z,y) = (32.64,4.85).

St hubiteramos tenido los datos organizados en una tabla de doble entrada
deberiamos de calcular previamente las distribuciones marginales y a partir

de ellas obtendriamos las medias aritméticas para cada una de las variables.

17
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1.6.2 Momentos respecto al origen de orden r y s (no

centrados)

El momento respecto al origen de orden (r,s) de la variable bidimensional

(X,Y) denotado por m,., se define como

k
Dic1 Z?:l i T3 Y5
n

mT‘S

k p

= ZZfzﬂ:yj (1.17)

i=1 j=1
Casos particulares:
myo = es la media marginal de X.
mp; = es la media marginal de Y.
m,o = es el momento respecto al origen de orden r marginal de X.

mps = es el momento respecto al origen de orden s marginal de Y.

1.6.3 Momentos respecto a la media de orden r y s

(centrados)

El momento respecto a la media de orden (r,s) de la variable bidimensional

(X,Y) denotado por M,, se define como

k ~\T 7)S
Dict 2y Mg — ) (y; — 9)
n

M, —
= szij(%—f)r(yj—ﬂ)s- (1.18)

Casos particulares:

Mg = es la varianza de X.

18
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Moy = es la varianza de Y.

M,y = es el momento respecto a la media de orden r marginal de X.

Mys = es el momento respecto a la media de orden s marginal de Y.

My, = My = 0.

Relacion entre momentos conjuntos y marginales en caso de
independencia

Cuando las variables X e Y son independientes entre si los momentos

respecto del origen y de la media satisfacen las siguientes expresiones
Mys = MypoT0s,

Mrs = TOMOS'

1.6.3.1 Covarianza

La covarianza denotada por cov(X,Y’), es una caracteristica numérica de las
distribuciones bidimensionales que mide la variacién conjunta de X e Y. Se
corresponde con el momento centrado M ; y se calcula a partir de cualquiera

de las siguientes expresiones:

k _ _
Dict 25'):1 nij(zi — 2)(y; — )
n

k
Dict D1 M Ty

n

COU(X7 Y) = MH =

Si el valor de covarianza obtenido es positivo indica que si una variable
aumenta la otra variable también lo hace es decir, existe una relacién positiva
o directa entre ellas. En cambio valores de covarianzas negativos indicaran

que a medida de que una de las variables aumenta la otra disminuye y por

19
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lo tanto, tienen una relaciéon negativa o inversa. Valores de covarianza nulos
o muy proximas a cero indican que hay independencia entre las variables X

e Y o de existir relacién, no seria lineal.
Propiedad 1. X,Y Independientes = Cov(X,Y) = 0.

Debemos de tener el cuenta que el contrarreciproco de la Propiedad 1
siempre se cumple es decir, un valor de la covarianza distinto a 0 indica que

ambas variables no son independientes entre si.

Propiedad 2. La covarianza solamente se ve afectada por los cambios de

escala. En particular, dadas las transformaciones X' = aX +b, Y = cY +d,
Cov(X",Y") = acCou(X,Y). (1.19)

Ejemplo 5. Calcular la covarianza entre las variables X eY que denotan dos
tipos de intereses de un préstamo bancario a partir de la tabla de frecuencias

relativa conjunta siguiente

X/Y | 5-10 | 10-15
0—-5 ]0.06 | 0.02
5—10 | 0.14 | 0.38
10-151]0.30 | 0.10

Table 1.13: Tabla de doble entrada de frecuencias relativas conjuntas

Debo de calcular previamente las marcas de clase y las medias marginales
para después obtener las diferencias entre las marcas de clase de cada una de

las variables con sus respectivas medias.
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XY |510|10-15 | f
0—5 |0.06| 0.02 |0.08
5—10 | 0.14 | 0.38 | 0.52
10—15 | 0.30 | 0.10 | 0.40
fi |050] 050 | 1

Table 1.14: Tabla de doble entrada de frecuencias relativas conjuntas

Las marcas de clase de la variable X son ¢; = {2.5,7.5,12.5} con i =

{1,2,3} y de la variable Y son: ¢; = {7.5,12.5} con j = {1,2}

clej | 75 | 125 | fs
2.5 10.06 | 0.02 | 0.08
7.5 10.14 | 0.38 | 0.52
12.5 1 0.30 | 0.10 | 0.40
£; 1050|050 1

Table 1.15: Tabla de doble entrada de frecuencias relativas conjuntas

Por lo tantos las medias de ambas variables se obtienen a partir de las

siguientes expresiones

2 =25x0.0847.5x0.52412.5x0.40=29.1, (1.20)

J=75x05+125x 0.5 = 10. (1.21)
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kK p

Cov(X,Y) = Z Z fijriy; — Ty
i=1 j=1

= 0.06x25x75+002x25x125+0.14x7.5x 7.5
+0.38 x 7.5 x 12.54+0.30 x 125 x 7.5 +0.10 x 12.5 x 12.5

—-9.1 x 10 =89 — 91 = 2.

El valor de la covarianza es distinto de cero y negativo por lo que podemos
afirmar que ambas variables no son independientes entre si y que entre ellas
existe una relacion inversa. Esto significa que a medida que un tipo de interés

crece el otro decrece.

1.7 Diagramas de dispersion

En los estudios estadisticos es importante obtener representaciones graficas
de las distribuciones analizadas para poder detectar las posibles relaciones
existentes entre las variables involucradas.

En esta seccién mostramos como representar graficamente una variable bidi-
mensional (X,Y) mediante diagramas de dispersién.

El diagrama de dispersién es un grafico muy utilizado en estadistica donde
se representan los pares observados de datos en los ejes cartesianos permi-
tiendo describir la relacién existente entre las dos variables analizadas de una
forma visual.

Para poder identificar si existe alguna relacién entre las variables debemos
de observar si en la nube de puntos, obtenida tras la representacion grafica,

aparece alguna estructura matemaética conocida tales como una linea recta
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Grafico de Dispersion
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|
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Edad

Figure 1.1: Gréfico de dispersion de Peso sobre Edad

o parabola o si de lo contrario la disposicién de los puntos no se asemeja a

ninguna de ellas.
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Figure 1.2: Graficos de dispersion de Y sobre X en 4 poblaciones diferentes

Ejercicio 4. La siguiente tabla recoge, en frecuencias relativas, la distribucion
del niumero de examenes que deben de realizar los aspirantes a un deter-
minado puesto trabajo (variable X) y las puntuaciones obtenidas por cada

individuo en un examen preliminar (variable Y)
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X/Y| 5 | 10 | 15
0 [016] 0 | 0
1 |0.140.18|0.06
2 10.20 | 0.20 | 0.06

Table 1.16: Tabla de doble entrada de frecuencias relativas conjuntas

e Representar grdficamente la distribucion conjunta.
e Calcular la covarianza entre las dos variables.
e ;Son independientes las variables?

e Distribucion del niumero de erxamenes a realizar de entre los que han

obtenido una puntuacion prelimiar mayor o igual a 10.

e Calcular el centro de gravedad de la distribucion (X,Y)

Ejercicio 5. La siguiente tabla recoge, en frecuencias absolutas, la distribucion
de la nota obtenida en una primera prueba teorica para el acceso a un mdster
de musica electronica (variable X) y las puntuaciones obtenidas por los mis-

mos individuos en un sequndo examen prdctico (variable Y)

X/)Y|2|4]6]38
10 | 162020 |10
20 [14 18] 6 | 1
30 [20]20]16]15

Table 1.17: Tabla de doble entrada de frecuencias absolutas conjuntas
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e Representar grdficamente la distribucion conjunta.
e Calcular la covarianza entre las dos variables.
e ;Son independientes las variables?

e Sino hay independencia entre las variables, squé tipo de relacion podrian

tener a la vista de los datos?
o Calcular la varianza de X.
o Clalcular la varianza de Y.

e Calcular My,

o Calcular la distribucion de puntos totales obtenidos en ambos examenes.
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